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FORORD

I de senere år har Statistisk Sentralbyrå gjennomført en rekke

undersøkelser der data er hentet in ved hjelp av den intervjuorganisasjon

som ble opprettet i 1967. Innsamling og analyse av slike data ma bygge på

metoder fra matematisk statistikk. Denne artikkelen gir noe av det elemen

-tre matematiske grunnlaget for slike metoder.

Statistisk Sentralbyrå, Oslo, 17. april 1973

Petter Jakob )3jerve



PREFACE

Since the Bureau Interview Survey Division was established in 1967,

the Central Bureau of Statistics of Norway has carried out a number of

sample surveys. The collecting and analysis of this type of data must be

based on methods of mathematical statistics. The present article provides

some of the basic mathematics used in such cases.

Central Bureau of Statistics, Oslo 17 April 1973

Petter Jakob Bjerve
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1. Innledning.

1.1. Statistisk Sentralbyrå gjennomfører regelmessig undersøkel-

ser der dataene er samlet inn gjennom den intervjuorganisasjon som ble opp-

rettet i 1967. Det er vel kjent at data samlet inn på denne måten, er be-

heftet med samplingfeil. Det er også vel kjent at det er nødvendig a bruke
metoder fra matematisk statistikk både når man skal planlegge innsamlingen

og når dataene skal analyseres.

Byrået har en standard utvalgsplan som brukes ved de fleste under-

søkelser en gjennomfører. Ifølge denne har en plukket ut nærmere 300

,nmre utvalgsområder, som ligger spredt over hele landet. Hvem som skal

intervjues i en konkret undersøkelse, bestemmes ved at en trekker et rent

tilfeldig utvalg av husholdninger eller personer (alt avhengig av karak-

teren av undersøkelsen) blant dem som er bosatt i det enkelte utvalgsområde.

(Vi skal gå litt inn på utvalgsplanen i kapittel 2 nedenfor.)

1.2. Denne artikkelen inneholder det mest elementære av den mate-

matiske teorien en bygger på når en skal gjennomføre en enkelt utvalgsunder-

søkelse ved hjelp av Byråets standard utvalgsplan. Den antyder også for-

andringer som blir nødvendige i de tilfelle der det er hensiktsmessig å

bruke som utvalgsområder de kommuner Byråets primære utvalgsområder ligger

i, istedenfor å bruke de primære utvalgsområdene selv.

Artikkelen inneholder nok enkelte resonnementer og formler som ikke

har vært skrevet ut akkurat på denne måten før. Det er allikevel ikke noe

prinsipielt nytt her.

1.3. Artikkelen behandler utelukkende spørsmål vedrørende samp- .

lingfeil ved de vanligste estimatorene benyttet i standardsituasjonen,

det vil si estimatorer for totaler og gjennomsnitt i den samlede bestand,

og estimatorer for varianser til disse estimatorene. Vi kommer ikke inn på

andre analysemetoder, slik som regresjonsanalyse på utvalgsmaterialet o.l.
Vi bar også sett bort fra andre typer av feil enn samplingfeil, så vi

bettandler ikke slikt som frafall, responsfeil, registerfeil, osv.

Vi har heller ikke tatt med teori for undersøkelser som gjentas

periodisk, slik som for eksempel arbeidskraftundersøkelsene. Disse bygger

på roterende utvalg, som ikke diskuteres i denne framstilling.

1.4. En utgir en artikkel med et så pass begrenset siktemål, fordi

Oet er nyttig a få samlet på ett sted det viktigste av det formelverk som
trenges på dette nivået, i en form som er skreddersydd for Byråets behov,
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Stoffet er omfangsrikt nok allikevel. En har dessuten ikke kunnet finne

noen tidligere samlet framstilling som passer for formålet.

En bihensikt med artikkelen har vært å gjennomføre en symbolbruk

som er bedre enn den vanlige i teorien for utvalgsundersøkelser. På dette

punkt har Sverdrup (1964, kapittel XI) vært vår inspirasjonskilde.

1.5. Artikkelen er skrevet med utgangspunkt i en serie preliminære

stensilnotater kalt "Variansberegninger ved intervjuundersøkelser" (Statis-

tisk Sentralbyrå, 1972). Jeg vil takke Stein Østerlund Petersen og John

Dagsvik for god hjelp med manuskriptkorrektur, både på tidligere notater og

(i Petersens tilfelle) på denne artikkelen. Underkapittel 9.7 og kapittel

10 ble opprinnelig skrevet av Dagsvik (Statistisk Sentralbyrå, 1972, Notat

IX).

Det er mange muligheter for å begå algebraiske småfeil i dette

stoffet. Jeg håper at de viktigste av dem vi har begått, nå er luket vekk.

I alle fall er jeg alene ansvarlig for små og store svakheter ved fram-

stillingen her.

2. Kort om Byråets standard utvalgsplan.

Byråets standard utvalgsplan bygger på en to-trinns trekking av dem

som skal intervjues. På første trinn har en trukket ut visse faste geogra-

fiske områder, som vi skal kalle primære utvalgsområder. De som skal inter-

vjues i det enkelte tilfelle, trekkes så fra et register over dem som bor i

disse områdene.

Følgende prinsipper ble valgt for utvelgelsen av primære utvalgsom-

råder.

Hele landet ble delt opp i 1 502 områder av passende størrelse,

stort sett slik at hvert område hadde et folketall i nærheten av 2 000 ved

folketellingen i 1960. (Oslo utgjorde ett område for seg.) Grunnlaget for

avgrensningen av disse områdene var tellingskretsene fra 1960. Tellings-

kretser ble slått sammen eller delt på passende måte. En søkte i størst

mulig utstrekning A sørge for at tett- og spredtbygde strok kom i hver sine

områder. Disse områdene ble så inndelt i strata etter geografisk beliggen-

het og næringsstruktur. En valgte A la Oslo utgjøre et stratum for seg.
Bergen og Trondheim hadde tre strata hver, og hvert av dem hadde 15 - 18

områder. Utenom Oslo, Bergen og Trondheim var det 40 strata, hvert med

30 - 38 områder.

Fra hvert av strataene i Bergen og Trondheim har man trukket ut tre

utvalgsområder rent tilfeldig. På samme måte har man trukket ut seks
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utvalgsområder fra hvert av strataene utenom de tre største byene. Sammen

med Oslo utgjør de uttrukne områdene de primære utvalgsområdene.

Opprinnelig hadde man bare tredjeparten så mange områder i hvert

stratum utenom Oslo. De øvrige utvalgsområder er tilf0yet senere. I visse

situasjoner velger man fortsatt A bruke bare en eller to tredjedeler av de

primære utvalgsområdene (utenom Oslo) i en undersøkelse. Størrelsen av

utvalget fra Oslo fastsettes da tilsvarende.

(Til å begynne med ble Oslo behandlet noe annerledes enn slik vi

har beskrevet det her. Vi skal imidlertid se bort fra dette. Ytterligere

detaljer om den opprinnelige utvalgsplan finnes hos Tamsfoss, 1964.)

3. Grunnelementene i den matematiske teorien.

3.1_,..:_at_ALinnlenc_iesim_bolercai_wnvensior_22.r. I Byråets standard

utvalgsplan utgjør Oslo et særtilfelle, idet dette primære utvalgsområdet

utgjør et stratum for seg selv. Vi skal diskutere dette særskilt i kapit-

tel 5 nedenfor. I resten av framstillingen skal vi se bort fra dette sær-

tilfellet, og skal late som om hele bestanden er delt opp i strata der hvert

enkelt stratum har flere utvalgsområder.

Ladai-testratumha/14.>1 utvalgsområder, og la det j-te av2
disse ha A7.(j) trekkeenheter. (En trekkeenhet kan være en person eller en

husholdning, alt etter undersøkelsens karakter.) Den k - te av disse trekke-

enheteneharverdiena.(j,k) på en størrelse som måles gjennon untervjuet.

Vi lar

N.	 =	 N.(j)
	

(= antall trekkeenheter i stratum i),

N	 = E N
i
	(= antall trekkeenheter i alt),

i 

ai (j) = E a,(j,k), a.(j) -7-
 7, 	 7,

a. ,:-..- E a.(j), Tx= a./M
i	 i i'7,	

i	 -1"

a -;--- Ea. =EEEa.(j,k).
i 1- 	i j k i

Vår estimand er totalverdien a.

Avde/q.utvalgsområdeneistratumitrekkesm.stykker rent
/ 	 2

lotterisk. La numrene på de områdene som trekkes ut, være J 	 Ji2, . ..,

eJ 	og la

	=	 l' ji2' 1. '' 'fiat»	 =	 `Z2'
2

'Fra hver av de uttrukne utvalgsområdene skal vi trekke et antall trekkeen-
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heter rent lotterisk. Hvor mange trekkeenheter vi trekker fra utvalgs-

områdene i stratum i, skal få avhenge av hvilke områder vi har trukket  ut i

alle strataene, men ikke av hvilken rekkefølge de er trukket ut i. Vi be-

tegner antall trekkeenheter som trekkes fra det r-te uttrukne området i

stratum i med 'ir 	Vi antar at alle nir (J) > 1.

Numrene på de intervjuenhetene som trekkes ut fra området J. , vil
ir

vi betegne Kiri , Kir2, ..., og vi vil la

X. 	 = a.(J. • K. ),irs 	 1. 2r 	 irs

= E x. /n. (J) .2r 	irs 2r

Vår estimator for a skal da være

M.
(3.1.1) 	 a = E 	 E N.(J. )X. .

i mi r 	 ir

Sats 3.1.2: ; er forventningsrett.

Bevis: Vi innfOrer

Vir = Ni (jir)Tir

og

V . 	v .. .ir

Da er

^
(3.1.3) 	 a = i ii

Ved å anvende den elementære teorien for rent lotteriske utvalg

(Sverdrup, 1964, kapittel XI) får vi direkte at

'E(Xirs 	=	 =E(. 	 J. = 	 =

der j
ir 

er det r-te elementet i vektoren j.. Videre blir

(3.1.4) 	 E(V. 	I J. = 	 .) = a .( jir 	 q) -1-

og følgelig

(3.1.5) 	 EV. = Ea.(J. ) = a.,sr 	 2r

idet

P Ijir = jir l = 1/Mis

Satsen følger umiddelbart av dette. I]

3.2. Varianser. Vi lar

= 	  E{a.(j,k) -
N(i) - 12 	 k



2
T 	 var (—X

irir.

2,
G. (. ) N.(1. ) - n 	 ( )

.7,r 	's.r'	 ir

7,r N.(j. )7.,r

11

2 	 2 . 	 2 	 .
y..= Z., N . (d . ) T . ( i ) / 71- D4 (M-1) . . . (M - m + 1)J.s 

arb

og

Da er

2
var (Xi 	I J = j) = cy.( ij )iN.(1ir7,7,) -11/N.(j. r).rs 	 „ 	 r 	 7, ' 

2. 	1 '{X0 	 - -X. } 222sir (\)	 . (j)-1	 '7,r 	 s

Hvis

er

E -{S2 (J)

Vi skal nå vise at

=j} = (7 2 (.1 )% 	 i - ir •

(3.2.1)

(3.2.2)

g

(3.2.3)

cov (V. , V. ) = 7„r

	

7 	 m.
var 7. 	 f,y2 4- (1 - 	 2)

	m.	
a. ,

M
i 

2

var a = E, M. var 7..

2
StOrrelsen y. er uavhengig av r på grunn av våre forutsetninger om ,
Formelen (3.2.2) representerer en oppspaltning av var Vi i ett ledd som

gir variasjonen i a-verdiene mellom trekkeenhetene  (i stratum i), og ett

ledd som gir variasjonen i a-verdiene mellom utvalgsområdene (i stratumet).

Beviser: Vi får at

E(VirVis ) = P;E(VirVis y, ) = E[E(Vir IJ) E(Vis le)]

E[ai (Jjr)) a.(J28
. 	 ifolge (3.1.4)

2 

=2 a1(j)a. 	 7,(k) P {J. r=j, J. =k12 
,&?(

1..,, Iti.01.-1 .2a.(j){2a.(k)-(2.(j)}
) 	 2 k 1'
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= t_rii±:=1)) 	
{M.a.

_ 	 2E a-.(j)}.
1, i 	 I

Herav følger (3.2.1).

Vi bemerker så at

var Vir = E var (V. 1J) + var E(V. lei). ir	 ir

Nå er

idet

E var (V. Ij) = E[N.(J. ) 2 T 2. (j)1 =
ir 	 y

P {J. = j.} = 1/[M.(M.-1)(M.—m.+11.]I 1. 

og J 	 J2' ... er stokastisk uavhengige. Videre er

M.-1
2

var E(V. I 	 var a.J) = 	 (J. ) = E a 	 —2 	 2  s. .(J. ) — a. = a.ir 	 -1,r 	 ir 	 M.

Altså blir

(3.2.4)

Men

2 	 .2 	 1var V = y. + a(1—ir 	 7, 	 M.

var Vi = 7 (2 var V. + E cov (Vir' is ))
r 	 r4,6

P 7i

M —1 	 a1 	 i
= 	 {m (Y

2 
4. a

2  i  ) — m (m —1 ) --42ii 	 i M 	 i i 	 M
im

og herav følger (3.2.2). For å bevise (3.2.3) er det nok å vise at

(3.2.5) 	coy (V., -T7k) = 0 	 når i	 k.

Selv om V. og -17k kan være stokastisk avhengige, er de altså i hvert fall

ukorrelerte. Beviset for (3.2.5) går slik:

Når j er gitt, er Vir og Vks stokastisk uavhengige ( for i	 k).

Altså er

E (Vir Vks leZ = 57,")) = E (Vir l FZ = 	 E (Vks 1 .=

= ai(jir) ak (jks)'

og følgelig blir

E V. V 	 = E a.(J. ) a (J ) = E a.(J. )*E ak (Jks )
ir ks 	 -1.r	 k ks 	 1. sr

= E V. • EV-br

Siden E17.17 =EEEV. V 	 =EEEV.•EV 	 =E .7..Ek 	 ir ks 	 -br	 ks 	 k'r s 	 r s

gjelder (3.2.5).1]

2
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3.3. Estimerin	 La

9
,V. (j)12: (j) =  2r -, 	 2 -1,24 	 7,r . 

2r	 n . ( j ) 	 N . ( j . )
1r 	 1, 1r

og

9
- E ir(d"	 (J).m.	 2 2r 1rr

2
De se -,- vi umiddelbart at G: er en forventningsrett estimator for

Hvis vi lar

(17, 	 T/j2 / 077.-1)
'

blir

= E {F, (V. 	)-`'T/ - a ) 1/(m-2)i 	 i 	 1

= m {var V. - var --9.1/(m -1) = y2 	a2 .sr 	 i 	 i 	 i

Hvis in. > 1 blir derfor

52 --: U 2 -i 	 i	 i
2

en forventningsrett estimator for oi . (Hvis dette gir S	 (7) br hyre

side her erstattes med O. Tilfellet in. = 1 behandles i k:Tittel 11.)

Altså blir

9	 9 	m_ .

f	 4- ( - 	3'1
M.	 i

en forventningsrett estimator for var V., og

(3.3.1) E M2i 2

2 =A

blir en forventningsrett estimator for var a. Dersom S. = 0, blir forOvrig
2

2
G

	2- ( 1 	1	 2
UM. 	.

	

m	 M. i
	1,	 7.,

FOlgelig, hvis alle	 0, blir

(3.3.2)
M .2	 2	 2E M. w. = E M. G. + E (- - 1) M. U. .

22 	 . 	 . m.
2 2 	

2 2

3.4. Spesialtilfellet med binære a-verdier. Hvis alle ai (j,k)

antar verdiene 0 eller 1, vil et par av de foregående uttrykkene forenkle

'seg en del. Vi innfOrer nå et par ekstra betegnelser, nemlig
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= Ci.Q) og p = a/N.P,

Vår estimand vil være p, men transformasjonen fra a er triviell. Vi får nå

Ni (j)2 .G. (0 ) =	 .(j) [1 -

og

—E {X
irs 	
-}

2 = n (j) X (1-X ). ir ir ,	 ir 	 ir

4. Byråets spesielle valg av nir (J) ).

4.1. Selvveiende utvalg. I det foregående har vi ikke sagt noe

særlig om hvordan fl. (J) velges. Vi skal nå beskrive den metode som brukes

i Byråets standard utvalgsplan. Denne metoden medfOrer en god del forenk-

linger i formelverket.

Det samlede antall trekkeenheter i utvalget blir

(4.1.1) n = 	 n. (J).iri r

En vil fastsette n ut fra overlegninger om den Okonomiske ramme for under-

søkelsen. Vi lar derfor n were en fiksert, ikke-stokastisk stOrrelse.

Ifolge (3.1.1) framkommer a som en veid sum av observasjonene

X. , med vekter på formenIrs

M 	 N .(j )M. 	 I ir 
mi n (J)ir

Generelt vil disse vektene være forskjellige. Vi vil si at utvalget er 

selvveiende hvis n (J) velges slik at disse vektene er like og samtidig

(4.1.1) gjelder. Dgt oppnår vi hvis vi innfOrer

(4.1.2)

og

(4.1.3)

og lar

(4.1.4)

Da blir

M.
b(J) = n/E --It- E N.(J. ),

% 	 i mi r "r

b.(J) = b(J) M./m.
r‘,

n. (J) = b.(J) N.(J. ).
ir % 	 % i ir
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(4.1.5) 	 a =EEEX. /b(J).
i r -irss

Det er vanlig å omtale b( ) som total utvalpbrOk og bi ( ) som utvalgs-

brOken i stratum nr. i.

(Se kapittel 12 vedrOrende en annen måte å bestemme
/

n. r på.)

ia........allaillLay_yslalujallsat, Det er interessant å se hvordan
man kan tolke disse brOkene. -La oss innføre

1 hvis utvalgsområde nr. i i stratum nr. i trekkes
ut som et primart utvalgsområde

I. .(J.) =2. ey
0 ellers,

og la B 	 være den begivenhet at trekkeenhet nr. k i utvalgsområde nr. j
i stratum nr. i trekkes ut for intervjuing. Da er altså I. = 1 hvis og

bare hvis ett av elementene i J. er lik j. Vi kan ikke få Bijk uten at

Iij = 1.
Da blir

nirlit)
b(i) = P {Bijk liii = 1, J = jl = N.(4 	 ).

Siden P{B 	 I/.lj = 0, J = j} =0, kan vi skriveA, 

Al
P {13	 1J = j1 = 	 b( j )	 .ijk	 -1,a 4,2	 % M •

Idet P{/. . = 11 = m./M., blir derfor
1,	 2,

M.
p = E {I .(j .) b(J)) 	 •--I---B iik1 	 ms.

(4.2.1) = E {b( F )II1i = 1 } .

Vi 1.0 regne med at denne vanligvis avhenger av i (men ikke av j), slik at

sannsynlipeen for uttrekkins av en trekkeenhet varierer fra stratum til 

stratum. Spesielt vil ikke P{Bijk } generelt være lik for eksempel E b(0.
Forøvrig ser vi lett at

(4.2.2) , 1 	 N
" b(p1)

4.3. Andre forenklinger i formelverket. En del andre formler vil

også forenkles når en bruker (4.1.4). En får

14.()2 (4) 	2 	 2 	.
tir"C 	 bi(j) N•(jir) 2
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V. = X. /b., 	 der X. =sr 	 sr s 	 sr 	 srs

V. = X./(b.m.) 	 der X. =. EX. = E E X.2 	 2 ii ' 	 2 	 Ir 	irsr s

2 .
2 . _ 1-bi (V Si (0 

bi (j) Ni (j)

2 	 . 	 .
der vi har foretatt naturlig forenkling av symbolene S, (j) og T,2 (j);

sr .	2r ,-,

1-b, 22 	 1= 	 (' E N (J )Gi m
i bi r i ir i'

og

2 	 2 2 	 2 1 		U. = Z./b.	 der Z. = 	 E {X. 	 X./m.}
2

	s 2'	i	 m, -1 	 sr 	 2 2r

Estimatoren for var a får formen

(4.3.1)
m,1 	2 	 1E

b 2 (J) 	
1-b .(Jj] b .(J) E N .(J ) S . (J) + 	 E (1- 171,2t) mi Z 2 .

2 (A, 	2 'A., 2 2r 	 sr r\, 	 b2(et) i,) 	 i

4.4. Tilfellet mi = 2. Når det bare er to utvalgsområder 
i et

stratum, får noen av formlene en særlig enkel form. Da blir

2 	 1U. = 	 - V. ) 2 	 Z2 = 1 	 - X. ) 2 ;2 	 2 sl 	 22 ' 	 i 	 2 21 	 22

og estimatoren for var a blir

2
E (1-b.) b. E N (J ) S 2 (J ) + 	 E (1- 	 ) ( 	 v ) 2

b i 	 s r=1 i ir i ir 	 2 	 - M 	
Xil

b i

5. Særtilfellet Oslo.

Den foregående teorien gjelder for strataene utenom Oslo. Størrel-

sen a kan tolkes som samlet a-verdi for landet utenom Oslo, osv. Vi skal

nå behandle Oslo separat.

Oslo har N0 trekkeenheter. Av disse trekkes et rent lotterisk

utvalg på

nO ( 'Z) = b(eZ ) NO

trekkeenheter. (Nevneren i (4.1.2) forutsettes utvidet med No .) 	 -te

trekkeenhet i Oslo har a-verdien ao (k). Vi lar

a
o 
= E a0 (k) og a = a

0
 /N

0 .0 
k
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La de no trekk.eenhetene i Oslo-utvalget være nr. K01 , K02, ..., K 	 ,0,n o
og la

X = a (K ) og X = E X /n.	Os	 0 Os	 Os 0

Vår estimator for ao er

a
0
 = N

0
.

Denne er forventningsrett. Vi finner variansen slik:

2
G o 	n (j)0 ru	var	 1J = j) = ( 1(1 0) 	n (j)0 

og

E var (7 1) = G 2 (E 	1 	1,
0 rN, 	0	 n (J) 	 No0 %

	2 	 2	a 0 	 1 	 GO N= — (E-- - 1) =(— - 1).	N o 	b()	 71-1 n
0

Siden var E (T 1J) = 0, blir derfor
0

2
G O

var ao =—n- No (N-n).

2
Eg forventningsrett estimator for G o er

2	 1 	-2
SO =	 IXO- - X °0	 s 

N
Vår estimator for var a

0 
blir derfor S

0
2 N0 (— - 1). n

Samlet a-verdi for landet blir a = a + a
0 . Vår estimator for

denne er

A

a = (E E E Xirs + E XOs 
)/1)(J),

	s 
	r\,

A 	 i r s
A 	 A 	 A 	 A

	og var a = var a + var a0' idet coy (a, a 0 ) 	 0.

I det fOlgende skal vi se bort fra dette særtilfellet, bortsett fra

i underkapittel 12.4, som inneholder noen ytterligere kommentarer.

6.Estimering av rosentforde linjer.

6 .1„.__Iaaitania. I analyser av data fra en intervjuundersOkelse
vil man ofte Onske A studere hvordan trekkeenheter som har et gitt kjenne-

tegn, fordeler seg etter et annet kjennetegn. (For eksempel kan man være

interessert i fordelingen av pendlere etter hustypen de bor i.) Den
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naturlige framgangsmåten er da å telle opp hvor mange trekkeenheter det er

som har det fOrste kjennetegnet, og så å regne ut hvor mange prosent det er

av disse som har hver av verdiene av det andre kjennetegnet. Det er viktig

å være oppmerksom på at både teller os nevner er stokastiske i den brOken
som gir et slikt prosenttall. En brok av denne typen kan betraktes som en

estimator for en tilsvarende parameter. Vi skal na se nærmere på slike

estimatorer.

6.2. En særli enkel  situasjon. Vi skal først betrakte en særlig

enkel situasjon, der det ikke er noen stratuminndeling og der trekkeen-

hetene trekkes rent lotterisk fra originalbestanden. (Det er altså ikke

tale om å trekke fra utvalgsområder.) Bestanden består av N trekkeenheter,

hvorav n trekkes ut og utgjør utvalget. La antall trekkeenheter med et

gitt kjennetegn (f.eks. antall pendlere) være M i bestanden og X i utval-

get. Av de M har M
i 
verdien i på et gitt, annet kjennetegn (f.eks. bor

det Mi pendlere i hustype nr. i), og Xi av disse er med i utvalget. Her

er naturligvis M = ZMi og X = ZX,.. Vi lar

p = M/N og pi = Mi/M,

og vi (brisker å estimere q 	 q 2, 	 . Vi vet at

(
M
)(
N-M

)x n-xP {X = x } =

og

N. M-M,
(x:) (x-x:)

P {X
i
=x
i 

X= xl = 	
(
M

)x

og vi antar at vi i begge tilfelle kan tillate oss å erstatte det hyper-

geometriske uttrykket med det tilsvarende binomiske, slik at vi med god

tilnærmelse kan regne som om

(6.2.1) 	 P fx = X} = (71x) PX (1.17)n.".X for x = 0,1,...,n,

x.
(6.2.2) 	 Pgi=x.IX-7:4=7(x)(/.1(/- gs)x-xi 

for x. = 0,1,...,x.
s 	 x. 

Den naturlige estimator for qi er

(6.2.3) 	 q7 =
medmindre X er "for liten". For små X vil man antakelig aystå fra å

estimere qi . La oss anta at (6.2.3) bare brukes når X er så stor at den

N
( n )
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numeriske forskjellen mellom q7 og

A 	 X.
2(6.2.4)	

gi = -7+71)

er neglisjerbar. Vi vil her basere våre resonnementer på gi. Vi ser at

A xE(qi I X = x) = a-Tri qi ,
A

så når X = x og x/(x+1) RJ 1, er q, tilnærmet forventningsrett. Under

(6.2.2) blir videre

A
var (gi X = x) = x 2 2 	 2(x+1)

som er tilnærmet lik qi (1-qi )I(x+1) når xl(x+1) (Æ,' 1. Hvis n og p er så

pass store at

(6.2.5)

blir

(6.2.6)

og

Nå er

X ,P f----t 1) QJ 1,
X+1

A

E g i qi

A
var q. 	 q.(1-q.) E

n
E 	 2 -2-- (n ) px (1-p)n-xx4.1 xx=0

n+1, 1 	 E (n+1 ) ny-1 (1 -17) n+1 -y
n+1 y=2 Y

= ( 
n

/4.2) f 714.2 1 (n+/ ) py (2....p) n+ 1 -y 	 (1-p) n+2 1
p y=0 Y

= 1 - (1-p)" 2 , 	1 	, 1
p(n+1) 	 p(n+1) r'd np"

Under (6.2.1), (6.2.2) og (6.2.5) blir derfor

A 	 q .(1-q .

2
)

(6.2.7)	 var gi r\, 	np	 •

En opplagt estimator for høyre side i (6.2.7) er

q7 (1-q)/X
når X er så stor at en vil estimere gi. Dette er den samme estimatoren

som den en ville bruke dersom X var ikke-stokastisk. For estimatene for
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var(qi ) spiller det altså ingen rolle om en feilaktig oppfatter X som

"antall forsk" i en hypergeometrisk (eller tilnærmet binomisk) situasjon.

6.3. GrunnstOrrelser når en bruker Byråets utvalsplan.  Hensikten

med framstillingen i aysnitt 6.2 ovenfor var å bringe klart fram i dagen ett

hovedpoeng, nemlig det at "interne" prosentfordelinger som regnes ut i

materialet, framkommer som forholdstall der både teller og nevner er sto-

kastisk. I den særlig enkle situasjonen vi der studerte, var det relativt

lett å behandle de spørsmål vi tok opp. Vi vender oss nå til den situasjon

en står overfor når dataene samles inn etter Byråets standard utvalgsplan.

Det viser seg at vi må bruke en teknikk som er nokså forskjellig fra det

ovenstående.

Vi trenger et matematisk verktøy, og starter med A innfOre noen

ytterligere symboler.

Siden vi er interessert i om den enkelte intervjuenhet har et visst

kjennetegn eller ikke, skal vi la ai (j,k) være en binær variabel. Eksem-

pelvis lax vi a.(j,k) = 1 hvis intervjuenhet nr. (i,j,k) er pendler, mens

a(k) = 0 ellers.

Vi skal jo studere hvordan intervjuenheter som har et gitt kjenne-

tegn, fordeler seg etter verdiene av et gitt annet kjennetegn. La oss si

at dette andre kjennetegnet har V verdier. Hvis ai (j,k) = 1 og hvis

intervjuenhet nr. (i,j,k) har verdien k av dette andre kjennetegnet, lar vi

= 1. Ellers lar vi a.(j,k,k) = 0. Hvis a.(j,k) = 0, er altså2 	 2
alle a.(j,k,i) = 0, mens nøyaktig en av dem er lik 1 hvis a.(j,k) = 1. Da

blir

(6.3.1)
	

ja.(j,k) = E

For hver St, har vi nå en teori analog med den i de foregående notat-

ene. Vi innfører symboler parallelle med dem vi har fra før, og legger bare

til argumentet der det trengs. Således lar vi

a(j„.„0-TEa.(j,k,Q),
k

a.(j,..,0/ N.(j),s	 s	 s

ai (.,k)	 ..-= E a.(j,i,k), a-i ( p,k) =

d

a(i)	 ::. E a i ( s,z) = E E E
i

..: Ne /3 1 ,..-1 E {
I'

a.(j,k,t) - all (i ) 1 2
I I" k 

2
.U30
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og

2.
2	 .	 a.(j. 3 t) N.(j. ) -n. (,V

T. (j f) = 	 ir 
ir , 3 	n. (j) 	 N.(j. )

2r (1., 	 i ir

2	 2	 2	 ..(Z)	 =	 Ni(jir) 
ir 

(j ,%) / ff Dvk (mk— / )

k
(M

k  
-mk + 1)] .,

(5
2(k)—=	 2 {a .(j 3 .,k) — a .( • k)}

2
	M.-1.	 •' 	 •

(Vi har i noen tilfelle innført —notasjonen for å forhindre forveksling

med tidligere symboler.)

Våre primære stokastiske variable blir nå observasjonene

X.	 (k) = a.(J. , K. ,k)
irs	 ir irs

og observatorene

7. (2) 	 = E X. (k) /n. (J),ir 	 irs 	 is

V. (2) 	 =N.(J. 	 (k),ir	 ir ir

17.(k)	 = 2 V. (k) /m.,
ir

2
S. (J k) =
ir 	 n. (J ) - 2irs 	 irir

2S. ( ;)",k) 	 N.(j. ) - n. (J)
T2 (J k) = 

ir ',, 	 i ir 	 2r ',,. 	 , 	 ,1r ild 	 n. (J) 	 N.(J. )-1,,r f\i 	 1, 	 Ix

2 	 2
G2.( 	 L.= ------ E N . ( J . ) T. (J,k),
i 	 m. 	 i 1r 	 -1,r r\d1, r

0.(2,) 	 (V1= ---- E 	 . ( i) —7 (01 2
/ 	 m —1 	 .2,ri r

‘52.(0 	 :: rum 1[0„ 112.1(0 .- ,G2.(0),
/ 

og

mi 2{G(i) + (/ mi:

Vi får

E 07. (0 J =
	% 	 1r

2
(6,3.2) 	 var Otir (i) I 	 .7. 	 = Tiry,,s03

1
{X( z) 	 (z)1

2
,
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(6.3.3)
A 	 M.
a(k) = E -2= E N.(J ) 	 (i),

i mi r s ir sr

A 2 _2
est var a(k) = E 	 w.(k),

osv. Na vil ikke 7. (k) og X. (V) være uavhengige når k
sr 	 sr

finne noen kovarianser. La oss da innføre

så vi skal

(6.3.4)

(6.3.5)

(6.3.6)

Gi (j,i , i 1 ) = ,  	 fai(j,k,k) - 	 fa.(j,k,V)

G.(j. 	 Ni(jir) - nir ( sVsr 
T. (j,k,V) =ir 	 fl. (7)N.(j. )

ir

2
= E N.(

i
j ) T. (j,k,V)/ 7 Nk (Mk-1) ...(Mk-mk+1)],Yi 	 i r ir

k -

og

1 
u.(2,,V) 	 = M -1 	 i'fa (j 32, ) 	 a.(•,2,)} fa.(j3*.X)

-

2
Her blir o

2
(j,k) = i 	 = (k,k 	 osv.i 	 -

Ifølge Sverdrup (1964, side 328, formel (35)) blir

coy 07. (t), -Y. (k') lef = j} = T. (j,k,,k 1 ),ir 	 Jr

noe som generaliserer (6.3.2). Ved a bruke samme teknikk som

Sverdrup, nemlig ved a se at vi har

A 	 A 	 A 	 A 	 A

coy {a(i), a(k 1 )1 = 	 {var [(2(i) + a(i')] - var a(Z)

- var

får vi tilsvarende at

2
A 	 " 	 M. 	 m.

coy {a(2,), a(i')} = L —I--- {y.(32,V) + (1- -4 0.(9, V)}
/

Denne formelen gjelder både for k = i' og i + 2".

A
Siden a = E a(i'), blir

k'

A

(6.3.7)
	

coy {a(Z), a} = E coy {a(i), a(i')}.
k'



;z2(2,) 	 a
,s 2

^ 	 ^

est coy F22(2), a(2')]
9, 12

est var . (2) =
est var a(2) 	st var a

- 

(6.4.2)

^ 	 ^ 	 .
a(Z) a
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Hvis vi innfører

	

cl.(j,Z,•) = 	  E)-1N.(j 	 fa.(j,k,Z) 	 fa.(j,k) - a.(j)1,
 k

1
. ( 	 • ) 	 = 	 fa.(j)

•

og tilsvarende T.
2r

(j,2„.) og y.(2,,.), får vi derfor

2M. 	 m.
2

coy {a(2), a) = E - {y.(k) 4- (1 - 
7 (-5 (»Z,.)}.Mi 	1,

6,4,proslatfadelirata. De prosenter som regnes ut, er

q(2) = a(k)/a

(multiplisert med 100), og de betraktes som estimatorer for

(IOU = a(Z)/a.

En tilnærmelse til var q(2) finnes ved et resonnement analogt til

det en bruker ved brOkestimering (Sverdrup, 1964, side 328-329):

(6.4.1)

A
;ak)

}	var q(2) 	 q2(0 
(var a(2) 4. var a _ 2 cov 	,	

a2(2) 	 a
2 a(k) a

Høyre side her estimeres ved

A

Det gjenstår derfor bare A. finne en estimator for coy C2(2), '(;(32')}. Den

greieste måten å gjøre dette på er antakelig A estimere var
^ 	 ^

var a(0), og var [a(R) + a(')] hver for seg med de forventningsrette

estimatorene vi har utledet tidligere, og så bruke (6.3.5).

Fra et beregningsteknisk synspunkt lønner det seg neppe a trekke
sammen de tre separate variansestimatorene. Vi skal gjøre det allikevel,

for det kan were greit å ha resultatet for senere referanse.

La da

S. (J,Z,32') = 	n . (J) -1 
E (X. 	(9)) -7. 	 {x.	 (g') - 	 ( g')},sr f%, 	2rs	 Jr	 2rs	 Jr

2r

og la
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2
•

S. (Ji t 	 +) =
n. (J) -1 

E {X. (i) + X. (V) —	 () —Y. (V)} 2
ir .Trs	 1,2.8 	 zr

2La T2. r q,0,2,,10) og T.
Ir 

(J,z,z',+) være definert tilsvarende. La

/	 22,G.( „z i ) 	 =— E N. (J. ) T. (J 9, Z r )s	 m.	 7.1, 2r 	 yr rv."
2 r

9	 2G( z +)	 L 1V . ( f. ) T. (J j k	 "+)m.	 sr 2r 	 sr q, 
2 r

m.-1
Eill.00-- -17.001 {V. (V) -7.(2, 1 )},srr

2	 2=	 E (V. (z) + V. (V) —17.(k) —m-1 r 2r 	 2r

= CU2, 1 )	 ,V 1 .1

Si2 ( Z., ',+)	 ru2 2 z,+) — G.( ,sz, , ,+)

m
=
	

{ G.(9,	 i') + (1 - ,11

og

kt.(2,,J6 ,+) = 	 + (1— —2=-) S(', +)}.m. 	 s m
i 

s

Her er x = max(x,0). Da blir

2 	 2	 2S. ( .3 9, 3 5t,',+) = S. (J,) + S. (J,R,') + 2 .1 3sr 	 2r 	 sr A,

W2.(2, 3 k 1,+) 	 = W2.00 + W2.( 9' ) + 2

osv. Altså blir

(6.4.3)
A	 A	 2

est coy {a(t), a(V) = E M W.(2,,2').i 	2

6.5. Noen forenklinpr. I de ovenstående formler har vi ikke

egentlig brukt at ai (j j k,k)-verdiene bare er 0 og 1. Vi får et par for-

enklinger når vi nå benytter oss av at vi bare har binære variable.

Hvis e l , C2 , ..., an er n tall som alle har verdien 0 eller 1, og

hvis c = E ci/n, er som kjent

—2E (c	 e) = n c(1-c).
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Derfor blir

N.(j)
02.(j,z)

N.(j) - 1	 (i ,t) {1 --c--1.(i,•,Z)},

og

n (J)
k) = ir % y 

(f) {1-Xs2 
(J.,ir 	 nir(J) -1 ir 	 ir

BrOkestimering og etterhåndsstratifisering.

2.21,IrzatiaLIE. I kapitlene 3 til 5 studerte vi bl.a. situa-

sjoner der det til trekkeenheten (i,j,k) knyttes en skalar verdi a i (j,k).

I disse kapitlene utnyttet vi ikke opplysninger som man eventuelt måtte

ha om de observerte trekkeenhetene ut over kjennskapet til denne skalar-

verdien og utvalgsplanen. Nå skal vi se litt på enkelte teknikker som kan

benyttes når en til en vilkårlig trekkeenhet (i,j,k) ikke bare knytter en

skalar, men en hel vektor

a,(j,k,2), .,. 1.

Vi skal gå ut fra at en for et gitt formal er spesielt interessert i

verdieneava.(j,k,1)-ene,ogata.(j,k,k)-ene for k = 2 bare er hjelpe-

variable. Vår estimand er således

a(1) =EEEa,(j,k,1).
i j k 1"

I virkeligheten stodvi overfor en slik situasjon alt i kapittel 6.

Riktignok var de mulige verdiene av a i (j,k,k) der bare 0 og 1, og dessuten

kunne summen

da.n„k) 	 E a.(j,k,t)

også bare ha verdiene 0 og 1, men vi benyttet ikke dette i aysnittene 6.3

og 6.4. FOrst i aysnitt 6.5 utnyttet vi den binære karakteren til

a.(j,k,Z)-ene, og da bare til a forenkle et par variansformler.2
Dette betyr naturligvis at formlene i aysnittene 6.3 og 6.4 fort-

satt gjelder selv om ai (j,k,k)-ene ikke trenger være binære. Vi skal  gjøre

bruk av dette nedenfor.

7.2. Brøkestimering. Vår estimand er altså a(1). La oss fOrst

anta at a(k) er kjent for en gitt k > 1. Vi kan da danne fOlgende brok-

estimator for a(1):
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^såframt a(t) > 0. En tilnærmelse av vanlig type til var a (16)
 (1) vil være

A 	 A 	 A

A(k)(7.2.2) 	 var a 	 (1) 	 a 2(1) {var a(1)	var a(k) 	2c0v {a(/),
}.a,' 

a2 (1) 	 a2 (t) 	 a(1) a(t)

En estimator for høyre side her er

^2, 	 A

a (1) 	 a(1)est var a(1) + 	 est var a(k) - 2 ---- est coy {an, a(k)),a(k)a2 (k)
der varians- og kovariansestimatorene er dem vi utledet i kapittel 6.

Hvis a(k) er kjent for flere enn en k 1, kan man danne et til-

svarende antall brOkestimatorer. Man kan også forsøke å kombinere disse

og lage en sammensatt estimator.

7.3. Etterhåndsstratifisering når en kjenner antall trekkeenheter 

i alle etterhåndsstrata fra hvert forhåndsstratum os utvalsområde. I

enkelte tilfelle vet man hvordan bestanden av trekkeenheter fordeler seg

etter kjennetegn som ikke er brukt i Byråets standard utvalgsopplegg, og

som man kunne ønske a bruke i stratifiseringsOyemed. Eksempelvis ville det
ofte vært nyttig om man kunne stratifisere intervjuede personer etter

kjønn og alder, men Byråets standard utvalgsplan gjør ikke dette. En tek-

nikk som da kan brukes, er a observere verdiene av de ekstra kjennetegnene
(f.eks. kjønn og alder) hos trekkeenhetene i utvalget, og så stratifisere

utvalget når dataene foreligger. Dette kalles etterhåndsstratifisering.

Teknikken brukes i tilknytning til arbeidskraftsundersøkelsene på utvalgs-

basis.

Vi skal nå gi en formell beskrivelse av denne framgangsmåten, og

begrenser oss da til ett ekstra kjennetegn. (Flere kjennetegn kan alltid

kombineres og "omkodes" så man formelt sett får ett kjennetegn A arbeide

med.

Ved siden av den verdien a (j k 1) som vi "egentlig" er interessert
i hos trekkeenhet nr. (i,j,k) tenker vi oss at den tilordnes en verdi

som bare kan anta et endelig antall verdier, la oss si
2

{1,2, ..., V}. Vi transformerer bi (j,k) til en vektor med binære variable,

(7.3.1)

der

{12.(j.,k3 2), a.(j,k,3), 	 a.(j,k,v+1)),

1 hvis bi (j,k) = k,
a.(j,k,k+1) =
2 0 ellers,

(7.2.1) A(k) 	 a(k)
a 	 (1) = a(/) A 	 ,

a(t)
A



a.(j.,k,k+/) 	 0 for 11, 	 b.(j,k).

Naturligvis er

IIa. fj,k,b.(j,k) + 11 = 1,1 1
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for k = 1,2, ..., v. Dette kan også skrives slik:

(7.3.2)
v+1

a.(j,k,k) = /.2k=2

Trekkeenhetene i utvalget etterhåndsstratifiseres etter verdien av

b.(j,k). Dette betyr at de enhetene som har 1-tallet plassert i samme

posisjon i vektoren (7.3.1), samles i samme etterhåndsstratum. Antall

enheter fra forhåndsstratum i og utvalgsområde i som tilhører etterhånds-
stratum nr. k (k = 1,2, ..., v) blir ai (j,*, k+1). Hvis denne er kjent for

alle (i,Jir,k), kan etterhåndsstratifiseringen foregå innen hvert forhånds-

stratum og utvalgsområde.

La oss først studere en estimator for a(1) når dette er tilfelle.

Når vi skal bruke etterhåndsstrataene til å konstruere en estimator

analog til den som benyttes ved stratumlotteriske utvalg (Sverdrup, 1964,

s. 338), merker vi oss først at

X. (i4-1) = E X. 	 (2,4-1)2rs6

er antall enheter observert i etterhåndsstratum k i utvalgsområde Jir i

forhåndsstratum i i utvalget, og at deres gjennomsnittlige verdi av

a( 3 k3 1) er

(7.3.3) (1,t+1) = E X. (1) X. (t+1)/X. (t+1).2r 	 ire 	 .2re 	 2r
8

(Vi tolker 0/0 som 0.) Estimatoren for a(1) blir derfor

v 	 M.
(7.3.4) 	 a(1) --TEE 	 EaJJ. „.„t+1) X. (1,t+1).

t=1 i mi r "r 	 2r

La nå 	 = {Xir(k+1) : i ra 1,2 ...; r = 1,2, ...; i = 1,2, ..., Vl

vere en opplisting av Xir(k+1)-verdiene. Hvis det er gitt at utvalget er

blitt slik at J = j og

= (T, = {xir(t+1) : i = 1,2, ...; r = 1,2, ...; k = 1,2, ..., vl,

for spesifiserte xir(k+1), kan vi betrakte trekkeenhetene i etterhånds-

, stratum k i utvalgsområde jir i forhåndsstratum i i utvalget, som et rent

lotterisk utvalg på xir(k+1) trekkeenheter fra de a i (ja .,Z+1) enhetene som

finnes der. Hvis vi lar



= 1 - [ Ni (jir))

n. ( j )ir

[ N.(j. ) - a.(j. ,',2,+1)
1. 	 -1,,r 	 -1, 	 7,2-,

nir (1,)
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E a.(j.,k,1) a.(j 3 k,t+1)
1

a . (J,1) = 
k 

a
i
(j3.,t+1)

blir derfor

(7.3.5) --(k) 	 .EIE Xirs (1) X.(+1) 	 = 	 = (x) 1 = xir ( 	 ak+1) 	 i (jir,1),

og følgelig blir

med

Men da er

(7.3.6)

med

(1,t+1)	 J=j X= x} = c{x. (k+1) } 7(Z) (j 	 1)ir	 " i ir"

tO for x=0,
E(x) =

1 for 40.

E{Xir (1,k+1) I J = j} = (I) (j k+1) a i 	r,(j i 1),„ 	 ir „'

(j,k+1) = P{X. (k+1) > 0 1 J = j}.ir

Altså blir

v	 M
E 	 E --- E E c2.(j „. 	 "„ Z+1) 	 (j

' 1) (1) ir (jk+1)k=1 i mi r 	
„ 

frr' 	
ir

(7.3.7)	 E a(1) = 	
(IV -1) . . . 0/ -m 4- 1

v 	 v v

Hvis vi hadde hatt (I) (j,k+1) E 1, ville høyre side her redusert seg tilir

2 	 2 	 . 	 -(k) . 	 ,E E - E - a.(j • k+1) a . (j,1J-m. . M . 	 " 	 1k i 2 j I,

=EEEa.(j,k,1) 	 Ea.(j,k,2,4-1) = a(1).
i j k 	 2,=1

I så fall ville altså a(1) blitt forventningsrett. Idet sr k+1) < 1

vil a(1) underestimere a(1) noe.

Vi ser forøvrig at

(j t+1) = 1-P{X. (t+1) = 0 1 J = j1ir
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n. (j)

1 - { - a.(j. 
4 .,k+1) 	 Ir

2 /r 1 	 ,
1V.U. )

i. /r

Hvis n. (j) er relativt stor, trenger derfor ikke (1). (j,+1) være så mye

mindre enn 1.

Så skulle vi gjerne funnet en eksakt formel for var a(l). Imidler-

tid viser det seg at dette leder til uttrykk som er alt for kompliserte til

at vi antakelig kan ha noen glede av dem. For estimering av var 4(1) må vi

e"for gå fram på en helt annep måte enn det som har vært nødvendig i tid-

ligere notater. Det finnes en del "empiriske" metoder for variansestimering,

og det er betydningsfullt å få anvendt en slik teknikk når vi etterhånds-,

stratifiserer. (Se f i eks. Lansing og Morgan, 1971, s. 87-90, og deres re-

feranser. Se også Kish, 1957.) Alternativt kan vi forsOke å utlede til-

nærmelsesformler analoge til den i avsnitt 7.2 ovenfor. (Sml. DahmstrOm

1968, side 19.)

Vi skal imidlertid ikke ta opp dette her. La oss bare ayslutte

dette underkapitlet med å gjengi noen av de variansformlene som vi kan få

tak i, så langt at vi overbeviser oss om at formelen for var a(1) må bli

komplisert.

Hvis vi lar

[G (a,/)] 2 = k

{a.(j,k 1) a.(j,k024-1) - a-". ) (j 4 1)} 2
4 	 2

blir

var {E Xing (1) X. (9+1) 	=kJ, = eZ4 	 e =

a.(j. 3 0 ,9,4,1) Ça• x. (k+1) (t) 	 ,2x. (k+1) 	 a
/r

	

	 i ir
a.(j.
I 'WI

og følgelig

var Oir(Lt+/) I = 	 = 1

c{x. (2,+//1 	 a (j. • 2,4.1) 	 x4.,(t+l) 	 10)i tr"	  . 	 fr 	I

v i 'dir441
] 2

x. (t+1)
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Altså blir

var Oir ( 1 , 41 ) I 	= ft ) =

177 ot)(j	 .7)3 2 ffir	2,#.7 D) 	 -Trir 	#/)]v" i ir'

[J 	 ir'(k) (i	 1 ),j 2	c[X. (2,4-1)]i 	E { 	
 [Vjir'.'"1)ai (jir,.,f+1) 	x . (#1)

- Xir (9+1)] I 	= V.
Sammen med (7.3.6) setter dette oss i stand til å finne

var {a.6J.	 (1,t+1)}
I ir-1,7,

i prinsippet, men resultatet blir opplagt meget , lite pent. I tillegg til

dette trenger vi så

coy {ai (Jir3 .+1) 3tir (1,9+1),	 3tir(1,9'+1))

for	 9'. Det er neppe bryet verd å forsøke å regne.

7.4. Etterhåndsstratifiserin når en k'enner samlet antall trekke-

enheter i hvert etterhåndsstratum, men ikke deres fordeling på forhånds-

strata os utvalsområder. Det samlede antall intervjuenheter i etterhånds-

stratumkitotalbestandenblira(t+0.11visa.(ji .,k+/)-ene ikke er kjent,

mens a(2),	 a(v+1) er det, kan en inndele utvalget i v etterhåndsstrata

på tvers av inndelingen i forhåndsstrata og utvalgsområder. Dette gjøres i

arbeidskraftsundersOkelsene, siden en kjenner fordelingen av den samlede

befolkning på kjønn og alder med tilstrekkelig nøyaktighet, men ikke deres

geografiske fordeling på et tidspunkt som er aktuelt nok. Vi skal nå se

hvordan slik etterhåndsstratifisering utnyttes i estimeringen av a(1).

Vi nøyer oss da med å etablere estimatoren og studere dens forventning.

Spørsmålet om dens varians lar vi ligge.

(Det er beklagelig at vi her kommer så  kort når det gjelder

variansproblematikken. Ett viktig motiv for etterhåndsstratifisering er A

oppnå variansreduksjon. Når vi nå ikke etablerer en metode til estimering

av estimatorvariansen, er vi imidlertid foreløpig ayskåret fra å vurdere

effekten i denne retningen.)

Vi merker oss at

X(k+/) =EEEX. (9+1)lrsirs

er antall enheter observert i etterhåndsstratum nr. 9 i utvalget, og at
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deres gjennomsnittlige verdi av ai (j,k,1) er

(7.4.1) Xj (1,1+1) =IIIX. (1) X. (k+1)/X(2+1).i 	1-re	 -1-re

Estimatoren blir da

(7.4.2)
	

aæ (1) = E a(1+1) M,1+1).
1=1

I forrige underkapittel klarte vi a finne et uttrykk for forvent-

ningsverdien til a(1) fordi det var mulig å finne forventningen til

zr 1,1+1) når	 og Xir (1+1) var gitt. I den nåværende situasjon er jeg

ikke i stand tir å gjøre noe tilsvarende. Spesielt ser det ikke ut til at

vi kommer noen vei ved å betinge med hensyn på X(Z+1) (eller

X(2), ..., X(v+1) og J).
La oss derfor nøye oss med a diskutere 3e(1,1+1) som en estimator

for

(7.4.3) E {Z I I X. (1) X. (1+1)) / E X(1+1).
r e 7'ro	

7-re

Denne estimatoren vil da sannsynligvis være noe forventningsskjev, men la

nå det ligge.

Vi får av (7.3.5) at

E {I I 2] X
ire

(1) X
ire

(2+1)
i. r s

J= -i. ,),() = X)
%

= I I X. (2+1) a . (2.	 1).
i r	

'

Når j = -i er X. (2+ 1 ) multinomisk fordelt, og
%	 1,r

a.(j. ,.,1+1)
(7.4.4)	 E(Xir(1+/) I 	 = 	 = n. (a ) 	

N . ( j . )
-I, 2r

Altså blir

E{E X. (1) X. (1+1) 1 	 =irs	 irs

= 	 E a.(i ,k,1) a.(j ,k„k+1).
N ( k "r
2 2x)

La oss nå som vanlig anvende at

ni (.i) 	 M.
r "u = b(j) miNi (jir )
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Da blir

EfE X
irs

(1) Xirs (1+1) 1 J. = j. }2r	 2r

M.
= - E a .(j ,k,1) a .(j ,k,1+1) Ø(j . )
m	

,. 	 2r 	 2 2r 	 2r2 k

der

(7.4.5) ) = Efb(J,) 1 J. = j. 1,
2 2r 	 2r 	 2r

Hvis vi na kaller teller og nevner i (7.4.3) for henholdsvis A(Z) og BOO,

blir derfor

E a .(j,k,./) 	 )2+1 ) .
j I" 	 k

Vi får 1:42,) ved å erstatte A'.
-trs (1) og, a.(j,k,l) med 1 overalt i resonne-

mentet. Dette gir

B(2) = E E 	 • (j) ai (j '
 ., k+1).

ii

Vi kan derfor oppfatte a (1) som en estimator for

a = E a(k+/) 4(1) / B(1).

Hvis alle, (3.(j) hadde vært like, la oss si lik 	 ville A(1) blitt lik

(SEEE(2.(j,k,/) a.(j,k,k+/),
ijk

og BM ville blitt lik	 a(k+1). Altså ville a blitt lik a(1), slik vi

gjerne skulle se var tilfelle. Ved Byråets standard utvalgsplan kommer

imidlertid variasjonene i 3., (j) inn som et forstyrrende element. Hvis

disse variasjonene ikke er store, slik at Ri (j) -ene stort sett ligger på

samme nivå, vil naturligvis a tilsvarende være tilnærmet lik a(1).

(Se ytterligere kommentarer i underkapittel 12.5.)

7.5. Problemet med tomme etterhåndsstrata. I de ovenstående to

aysnittene (7.3 og 7.4) har vi tolket 0/0 som null. (Se f.eks. rett etter

(7.3.3).) I aysnitt 7.3 kan en slik tolkning bli nødvendig fordi vi kan ha

X.
2r

(k+1) = 0, dvs , det kan være at utvalget ikke kommer til å inneholde

intervjuenheter i 1-te etterhåndsstratum i utvalgsområde jjr i forhånds-

stratum nr. i. Konsekvensen av denne tolkningen er at et slikt etterhånds-

stratum ikke bidrar med noe i beregningen av å(1), og vi kompenserer ikke

dette på noen måte, f.eks. ved a gi observasjoner fra øvrige etterhånds-

strata øket vekt. (Dette gav også opphav til forventningsskjevheten til
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a(1) og medfører underestimering av a(1).)

En annen måte å gå fram på, er å slå det tomme etterhåndsstratumet

sammen med et annet etterhåndsstratum der en har observasjoner. (Sml.

kapittel 11.) En velger da gjerne å slå sammen strata som ligger nær

hverandre i en eller annen forstand, enten geografisk,  næringsøkonomisk,

eller på annen måte. Dette betyr i realiteten at en i en viss utstrekning

lar dataene bestemme hvilken etterhåndsstratifisering en skal bruke, mens

en jo egentlig tok sikte på å fastlegge etterhåndsstratifiseringen for en

fikk se observasjonene.

La oss se på hva det vil bety for å(1) om en slo sammen etterhånds-

strataene 2, og i utvalgsområde jir i forhåndsstratum i, når etterhånds-

stratum SO er tomt mens stratum R. ikke er det. Uten sammenslåing vil de to

strataene til sammen bidra

a.(j. , • ,k+1) 3t, (1 4-1)
s sr 	 sr

til den innerste summen i (7.3.4). Med sammenslåing blir bidraget i stedet

(7.5.1) 	 fa.2 (J.sr ,•,k+1) + a.(J. 
r 3

• 	 14-1)} X.sr (1,2,+1).s I 	 " 

Det kompenseres altså for det tomme etterhåndsstratumet. Vi ser at sammen-

slåingen i realiteten innebærer at vi bruker Xtr (1,k+1) som anslag for

gjennomsnittlig ai (j3 k,1)-verdi også i det tomme etterhåndsstratumet.

En annen mulighet, som bygger på en ide av Fuller (1966), er å

erstatte kr011parantesen i (7.5.1) med en annen vekt, slik at det totale

bidraget fra de to etterhåndsstrataene blir en forventningsrett estimator

for det tilsvarende bidraget til a(1) i grunnbestanden når 4 og )C, er gitt.
(Størrelsen i (7.5.1) har ikke denne egenskapen.)•

Uansett hva man gjør, opererer man jo med en statistisk estimerings-

prosedyre, og det er Ønskelig å få studert dens statistiske egenskaper.

Det viser seg imidlertid at det er svært vanskelig å gjennomføre dette med

vanlige, analytiske hjelpemidler, særlig når utvalgsplanen er så komplisert

som den Byrået bruker. Fuller (1966) har studert tilfellet med rent

lotterisk trekking av utvalget, slik at det altså ikke er tale om forhånds-

stratifisering og totrinnstrekning. Han ser i detalj på hva som skjer når

en har bare to etterhåndsstrata, og han får raskt ganske stygg analyse. Han

antyder også hvordan dette kan generaliseres til flere etterhåndsstrata,

men synes vesentlig å oppnå å demonstrere hvor komplisert det hele da blir.

Tilsvarende betraktninger gjelder for aysnitt 7.4.

7.6. Avslutningsmerknader.

A. De fleste lærebøker i statistisk teori for utvalgsundersøkelser

(f.eks. Hansen, Hurwitz og Madow; Sukhatme; Kish; Raj) har noe stoff om
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teorien for etterhåndsstratifisering, og det finnes noen tidsskriftsartikler.

Den samlede stoffmengde jeg har klart å finne, er imidlertid ikke stor. Be-

handlingen teorien gir, er avert knapp og i alt vesentlig begrenset til

enkle utvalgsplaner, oftest til rent lotteriske utvalg. Tomme etterhånds-

strata behandles gjerne svært lettvint.

DahmstrOm (1968) har gitt en oversikt over det meste av det stoffet

som var kommet fram til 1967. (Han synes å ha oversett Fuller, 1966.) Jeg

vet ikke om at det er kommet betydningsfulle bidrag til teorien siden den

tid. Derimot er det kommet en del interessante beskrivelser av anvendelser,

f.eks. DahmstrOm og WahlstrOm (1969) og Sverige (1970/1971/1972).

B. Klassikerne Hansen, Hurwitz og Madow (1953) har en bemerkning

som gjør det viktig å studere effekten av etterhåndsstratifiseringen ganske

nøye. De framhever nemlig (bind 1, side 232 og bind 2, side 139) at etter-

håndsstratifisering (av et rent lotterisk utvalg) kan resultere i øking av

sam lin variansen hvis en ikke har stort nok forhold mellom utvalgsstørrelse

og antall etterhåndsstrata. Et stort antall etterhåndsstrata er altså ikke

i og for seg noe gode hvis ikke utvalget er stort.

Vi skal sitere hva de tre forfatterne sier. La da n være utvalgs-

størrelsen, L antall etterhåndsstrata, og Tri = n/L. Sitat:

"... if T/ is large, say 25-50 or more, one might achieve nearly

all the gains of initial stratification, but if the strata are made too

small so that 	 is small, one might lose considerably by the introduction

of stratification after sampling."

C. Det er antakelig en vanlig oppfatning blant dem som har hørt om

metoden at den virker til å eliminere estimeringsskjevhet. Våre studier

ovenfor viser at dette ikke er riktig. Tvert imot kan etterhåndsstrati-

fiseringen bidra til å innføre forventningsskjevhet. Hensikten med å

bruke metoden er vel hovedsakelig ønsket om variansreduksjon, og så er

håpet det at forventningsskjevheten er ubetydelig i forhold.

DahmstrOm (1969, s. 25) nevner et annet moment av samme type:

Hvis frafallet er systematisk større i noen etterhåridsstrata enn i andre,

vil naturligvis det i seg selv bidra til forventningsskjevhet. Det kan

ofte være grunn til å regne med selektivt frafall på denne måten.

Vi har ikke behandlet frafall som problem i denne artikkelen, og

skal fortsatt la temaet ligge.
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2..8.1IESI'lf2,2h2L.2i_.1.3221atenhet

8.1. Terminologien. 1 de foregående kapitlene har vi operert med

trekkeenheter, og vi har antatt at et utvalg av slike enheter har dannet

grunnlaget for analysene. Disse trekkeenhetene har da kunnet være individer,

husholdninger, bedrifter, eller floe annet.

Det er imidlertid mulig at andre, mindre enheter legges til  grunn

for analysen. I s3 fall vil vi kalle disse for analEseenbeter. Selv om

en f.eks. har husholdninger som trekkeenheter, hender det ofte at en vil

bruke de enkelte husholdningsmedlemmer som analyseenheter. Dette er ikke

blematisk fra et statistisk synspunkt. Selv om trekkeknhetene fram-

kommer ved et stratumlotterisk to-trinnsutvalg, slik som i Byråets

standard utvalgsplan, vil ikke analau21221222 gjøre det. Situasjonen der

hver trekkeenhet kan omfatteflereenn eneneste analyseenhet, krever derfor

særskilt behandling.

Vi skal nå antyde hvordan denne situasjonen kan behandles. Det

viser seg at det først og fremst blir et spørsmål QM å gi en passende

tolkning av den teorien vi tidligere har beskrevet elementer ay.

8.2.  Endringer i formelverket. I teorien foran er trekkeenhet

nr. (i,j,k) (dvs. trekkeenhet nr. k i utvalgsområde nr. j i stratum nr. i)

tilordnet verdien al.(j,k). En ønsker å estimere "samlet a-verdi"

a =IIIa.(j, k).
i j k

La nå antall analyseenheter i trekkeenhet (i 3 j,k) være vi (j,k).

Vi skal se bort fra det trivielle tilfelle da alle v.(j ) k) er lik 1, for

da faller jo trekke- og analyseenhet sammen. Vi antar derfor at ikke alle

v.(j,k) er like. La analyseenhet nr. (i,j,k,k) (dvs. analyseenhet nr. I i
2

trekkeenhet nr. (i,j,k)) ha a-verdien ai (j,k,i), og la

v.(j,k)

a (j,k) 	 ): 	 a.(j,k,k).

2,-72

Når vi skal estimere a, trenger vi da ikke ta hensyn til at trekke-

enhetene er oppdelt i analyseenheter. Vi kan som før la

M. 	N (J )A 	 I. 	 i ir 
a = E --- E 	 E 

irs'nr 	 (J)m
i r n ir 	 s

der X. -ene fortsatt er de observerte a-verdiene for trekkeenhetene.
irs

Således er
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v.(J. ,K. )
2 2r irs

K.
irsk'

k=1
X.	 =ire

med

X. 	 = a.(J. K. 	 k).
irsk 	 1 ir' irs ,

Her er N.(J. ) og n. (J) antall av trekkeenheter, ikke analyseenheter. Om1 ir 	 2.r r‘,
vi lar

IV'.(j) =	 E 	 v.(j,k)
k=1

og

n. (J)
ir

n'. (e.7) = 	 E 	 v.(J. K. 	),
ir irs

s=1

blir N' i (j) og n'ir (et) det antall analyseenheter som de Ni (j) og nir (O

trekkeenhetene inneholder til sammen. Vi ser at N' i (j) ikke blir stokastisk,

mens n' irgi ) blir en stokastisk variabel selv når det er gitt at N.

Dette er intuitivt opplagt. Selv om utvalgsområdene er gitt, vil trekkeen-

hetene velges ut rent tilfeldig, så en kan ikke på forhånd være sikker på

hvor mange analyseenheter en vil få.

Med utgangspunkt i analyseenhetene kunne en tenkes å bruke estima-

toren

a = E -
Mi 	

2 r )2 	 i E E X . 	 .
' (J) 	 irs2,i mi 	nr ir % 	 si

Denne vil naturligvis ikke falle sammen med a, og den vil ha andre statis-
tiske egenskaper. Vi skal se litt på disse nedenfor.

cavanti8.3.Brultalseenheter. La oss fOrst merke oss at

v.(j j k) er et kjennetegn tilknyttet trekkeenhet nr. (i,j,k) på samme måte

som a( 3 k) er det. Den generelle teorien i de tidligere kapitlene gjelder2
altså like mye for v-verdiene som for a-verdiene.

Vi får derfor f.eks. at

N .(j )2 2r1 .,E fv.(J. ,K. ) I J =	 = v.(j i 	E	 v	r  ) = N.(4 )	 (jk)Ir irs

	

2 'ir 	 k=1

N' i (jir )

= N.(j. ) 	 •1. 2r
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Altså blir

(8.3.1)
Nr (4.„ i‘. i )r

	} 	 n. (q;) 	r 	
(j) I ci 	 T-C 	

ir
E 	 ir

Vi kan derfor betrakte brOken 	 ) 	 (J) i formalen for a som en

	

a er 	era
estimator for brOken 	 ) / n. (J) 	 i formelen for (;. Sor estimator vil

den føiste brOken systematisk overestimere den siste. Vi skal  nemlig vise

at

(3.3.2)
N'.(j. ) 	 N .(j . )

?,Y)
177-77- 	;WY- n. (j) *era 	ir

Bevis: Dette følger direkte av (83.1) og av Jensens ulikhet, 30c, anvendt

på den aktuelle situasjon, sier at

1	E in . (J) 	 r\, 	'.(i• 	 E Tn r . (J) 	 = 	 " 11	i J	 -
	r\., 	era

A
Nå må en ikke av (8.3.2) feilaktig slutte direkte at a systematisk

overestimerer a. D6t ville a gjøre hvis

N'.(J. )
(8.3.3) 	 E T 	 X 	 1

	

'n' (j) 	 irs

	

ir A, 	s

var lik

IV' .(J. )
(8.3.4) 	 E 	 1-..r 	 IT - 	 ziz x

n z.r 	
X.

imidlertid vet vi ikke omuttrykket i (8.3.3) faktisk er lik det i (8.3.4),

for n'ir (0 og Xirs er stokastisk avhengige, også når = 41 er gitt. Vi

kan derfor ikke umiddelbart slutte noe om estimeringsskjevheten til a av

(8.3.2),

8.4. a-verdi pr. analIseenhet. Hvis

v =iiiv,(j,k)
C j k

er kjent, vil a-verdien pr. analyseenhet, altså a/v, enkelt kunne estimeres
A

ved a/v.

Hvis derimot V ikke er kjent, vil det falle naturlig å estimere a/v

med a/i), der

M. 	 N . (J )
=   E v .(J 	 K 	 )i mi r a. (ei) s 	ir' irs •
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Variansen til a1; estimeres slik vi pleier å estimere variansen til en brOk.

8.5. Et praktisk problem. Intervjukontorets utvalgsregister inne-

holder ikke egentlig husholdning som enhet. Derimot har man en enhet vi kan

kalle "adresse". De klynger som trekkes som trekkeenheter ved en hushold-

ningsundersOkelse, avviker derfor en del fra de vanlige husholdningsbegrep-

ene.

En vil vanligvis regne med at det er minst en analyseenhet i hver

trekkeenhet, slik at alle vi (j,k)	 1. Når trekkeenheten er en adresse,

kan det imidlertid hende aten far v.(j,k) = 0, fordi enkelte boliger står

tomme, eller fordi boligen er revet.

Dette har imidlertid ingen betydning for den statistiske teorien

her.

9. Kommunene soak 

9.1. Innledniu. 1 noen undersOkelser gir man slipp på de

stratuminndelte utvalgsområdene i intervjukontorets utvalgsplan og bruker

de kommunene som har ucvalgsområder, til primærområder i undersøkelsene.

Dette har man gjort i forbindelse med en boligfinansieringsundersøkelse.

(Tamsfoss, 1969), og ved prøveundersøkelsen om flyttemotiver våren 1972

(Dagsvik, 1972). Formelverket blir da noe annerledes enn i de foregå-

ende kapitlene. Vi skal her vise hvordan formlene blir i den nye situa-

sjonen.

. 9.2. Symboler 	Vi tenker oss kommunene i landet

nummerert, og lar N(j) være antall intervjuenheter i kommune nr. j. Den

k-te av disse har en a-verdi på a(j, k). Vi lar

72(j) = E a(j,k)/N(j),
k

a = E E a(j,k) = E N(j) :(j),
j k 	 j

og
-

a = a/N,

der N = E N(j). Vi betrakter a som vår estimand.
j

La kommunene nr. L £23 ... ha utvalgsområder. Mens nummereringen

av de uttrukne utvalgsområdene i et stratum har en egen mening i de tid-

ligere kapitlene, har ikke nummereringen av kommunene det. Hvis

k = (LI, L2, ...), er altså It en ren opplisting av numrene på de uttrukne
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kommunene uten at nummerrekkefOlgen betyr noe.

Vi innfører nå

I 1 hvis kommune nr. j har minst ett utvalgsområde,

0 ellers.

Da blir altså I. . 1 hvis og bare hvis 6n av Lr-ene er lik j. La n,(L)a
være det antall trekkeenheteF som trekkes fra kommune nr. j. Hvis I. = 0,
blir også n.(L) = 0, naturligvis. Hvis Lr = j, lar viJ (I'

Xis = a(j, Kis ),

= 	 X /n .(L),X.

der K 1 , Ki2, ... er numrene på de trekkeenhetene som trekkes fra kommunen.

37 er nå definert bare for de j der /. = 1. La Zj være en vilkårlig

stokastisk (eller ikke-stokastisk) variabel som er definert for slike j.

Da skal vi la

{ Z. hvis I. = 1,

0 hvis I. = 0 3

slik at I.Z. er definert også for I. = 0 selv om Z. ikke nOdvendigvis er
J J

det.

La

2	 1 	. 2
a (i) = 	 E

N(j) 	
{a(j,k) 	 a(d)}

k

slik at c 2 (j) representerer variasjonen i a-verdier mellom trekkeenhetene i

kommune nr. j. La videre

T2 .(L) 	(i)
	

N(j) - no.(k)

r‘, 	n (L) 	 N(j)

I.
S2 .(L) ---- 	 a 	  E {X 	 - 	 } 2

n.(L) -1
	J r\-) 	 s 	 as 	j

og

S
2 (

) N(j) — yki)
T2 .(i) = 	

e/ 	 n .(1) 	 N(j)

Endelig lar vi

f(i) = P{I. = 1}, f(i„j) = P{I. = I. = 1},o

I.

.2 .
a
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=	 f(i) f(i),

c(j) = N(j)/f(i),

n(i) = EfT 2 .(L) / I. = n,

y 2 = E C2 (j) f('i) n (a ),

og

w2 = E E c(i) c(j) Tai) 	 g(i,j).
i

Da blir altså f(j) sannsynligheten for at kommune nr. j inneholder

ett eller flere av intervjukontorets utvalgsområder, og Pi,j) blir sann-
synligheten for at både kommune nr. i og j gj0r det. Vi skal vise hvordan

de kan beregnes i underkapittel 9.7 nedenfor.

Vi merker oss at fij,j) = Pi), og at vi fOlgelig har

(9.3.1)

(9.3.2)

(9.3.3)

(9.3.4)

g(j,j) = f(j)1 -1 - f(j)].

9.3. Noen mellomresultater. Vi får

E{X. I 	 = 1} =

var {X. I I. 	 / L} = T 2 (L)
j

E{S2 .(L) 1 I. = 1, k} 
J	 J

EfT2 .(L) I I = 1,	 = T 2 .(L),
f\-1

(9.3.5) Ea 7(. 1 I. = I. = 1} = å(i) -Jai)id	 Ia for i

(9.3.6)

og

coy {T„ 2. I 1. . 1. = 1} = o 	 for i .1. j.
7,020

Altså blir

(9.3.7)

(9.3.8)

(9.3.9)

(9.3.10)

E{I. Y. I I.) = I. -a- (j),	el	 .7	 17	 a

var {X. I I. = 1) = E{T 2 .(L) I I . = 1} =
.7	 a	 0 ''''	 .7

var {I. X. 1 ./.} = I. n(j).,
a	 .7	 .7	 a

og

	ELI	 I I., I.} = I. I 3(i) L'i( ).2 a
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FOlgelig blir

(9.3.11) 	 E{I. I.) = f(j) au) ,
J d

(9.3.12)

var {I 	= f(j) n(j) + a2 (j) f(j) { 1 - APTd d

= f(j) n(j) + a2 (j) g(j,j),

coy {I 	 .  I. 	= E coy {I . 	
j 3 j

f. I I .., 	 .}

	

q, 	 d

+ coy {E(Ii 	EMj I Iv Ij)}

,..7. E1:01 	 c!cm tr, 	
I.

 .(3(j)}
d

= 	 a(j) tf(i.j) - 	 ri)}
. 	 .= a(i) a(a) g(i,j)

og

E {I. I. I. 7.} = a(i) a(j) Ai,j)1,1aa

for i j,

for i	 j.

(9.4.1)

9.4. Estimatoren for a. Med bakgrunn i det ovenstående lar vi

a = E c(j) I. 1;. . = 	E 	N(j) 1./f(j).
{j:I =1} J

Da er a forventningsrett, og

2 A 	 2	 2-.5 = var a = y + w .

Forventningsrettheten følger direkte av (9.3.11). Variansformelen følger

slik av (9.3.12) og (9.3.13):
A

var a = E c2 (j) var {I I.} + 2 E c(i) c(j) coy (I. 7.,
i<i 	 11 ja

2 	 . -2. 	. .= E c(j) f(j) n(j 	 2) + E c (j) a (a) g(a,a)

+ 2 E c(i) c(j) a (i) a(j) g(i,j) = y
2 

+ w
2

.

9.5. Estimering av variansen. Følgende estimatorer er forvent-

ningsrette:
A

(9.5.1) 	 a 2 = Z c2 (j) f(j)172 (L)

E E c(i) c(j) g(i,j) I. 2. I. 1. / ri,j)
ii

vl 	 d

og
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(9.5.2)

blir

(9.5.3)

^2
y = E c2 (j) T2 . (L).

J

Bevis: Siden E T2 (L) = E E {21 	(L) 1 I 	 = E {L T
2 

(L)}
(')

E T2 . (L) = f(j) 1-)(j).
J

Det følger da umiddelbart at 4 2 = y 2. Videre er

V.I.)? . 2 } = f(j) n(j) + a 2 (i) fg(j,j) + f2 (j)}, ellerJ
- 

(9.5.4) 	 E {
2 }.} = f(j) {n(j) +

(7(7

Altså blir

E;2 = E c2 (j) n(j) f2 (j) + E c2(i) 	 - f(i)j 	 5(i)

+ 2 E c(i) c(j) g(i,j) 	 aj() 	 y 2 + w 2 .
i<i

9.6. Selvveiende utvalg. Vi vil nå kalle et utvalg for selvveiende 

når estimatoren for a kan skrives på formen

a = 	 E 	 X. / by
{j:I.=1} s '18

J

for en passende størrelse b(j). For å få det til, vil vi kreve at

(9.6.1)

(9.6.2)

N(j) 	_	 1 	 o
f(j) nj (k) - b y nar I. =J

samtidig som

E n. (L) = n,

der n er gitt. Kravet (9.6.1) gir

(9.6.3) 	n.(7 	= b(k)	N(j) / f(i),

og kravet (9.6.2) gir

(9.6.4) 	 by = n / Z {/. N(j) / f(j)).

Relasjonene (9.6.3) og (9.6.4) vil til sammen bestemme ni ( )-ene. (En

annen måte å bestemme disse stOrrelsepe på diskuteres i underkapittel

12.6.)

Siden vi nå får
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N(j) - n. (k)

Ii
 • 
n (L) N(j)
	 = f(j) I. 11	 / f(j)1 / fb N(j)1,

blir estimatoren for var a lik

.1	 IT	 ,2
ii(j) 0 .(L) fl 	 b / fTDI- =11

4- E E c(i) c(j) I Tf . I J.7 g(i-i) 	 f(i I).j
i j

Det er interessant å se hvordan man skal tolke b (L). La B. være

den begivenhet at en gitt intervjuenhet fra kommune nr. j kommer med i ut-

valget. Da er

NB. 1 I. = 1, L} = n.(L) N(j) = Ij b (Wf(j)a 	 d 	 d

ifOlge (9.6.3). Altså blir

(9.6.6) 	 P{B.} = 	 (Li) / fYin . = E{b (k) I Ij = 1 } .

Vi ma re ne med at denne avben er av .

Vi far endelig at

(9.6.7)
N

E	 =b(L) 	 n(k,

Disse resultatene er analoge med dem i underkapittel 4.2.

	. 	 • , 	 , 	 6 ,	9.7	 Beregninr, av f(j) 	 j).K) La oss nå innfOre betegnelsen

M(i) for antall primærområder fra stratum i som ligger i kommune j, og la

1 hvis kommune nr, j får minst ett utvalgsområde
fra stratum a,

0 ellers.

Det er hensiktsmessig a benytte notasjonene

fc,(j) --, Pr {I.(s) = 0),

f(i,j) = Pr {Ii (s) = Ii (s) = 0).

Nå er

(9.7.1)

og

M - M (j) 	 Mfs(j) 	( s	 s 	 ) / (ms )

ms

x) Dette underkapitlet er skrevet av John Dagsvik.
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(9.7.2)

Siden

M - M8 (i) M (j)	 M
4(isi) = ( 8 	am 	 ) / (m

s ).

(I. = 0) =	 {I.(s) =

blir

f(j) = 1 - P (I. = 0 ) = 1 - P { fl (I.(s) = 0)}.

Idet trekkingene i de ulike strata er uavhengige, blir derfor

(9.7.3)	 f(i) 	 - 11 f (j).
S 8

Tilsvarende er

.= I. .= 01 =11	 = I.(8) = 0},

noe som medforer at

P {1. = I. = ol = n f (i,j).z.

Siden

f(j) = 1 - P (I. = 0) - P (I. = 0) + P (I. = I. = 0),
d

får vi den enkle formelen

(9.7.4) f(i,j) 	 f(i) + f(j) - 1 + TI
s s

Uttrykkene (9.7.1) og (9.7.2) kan finnes direkte ved hjelp av tabeller over

den hypergeometriske fordeling (Lieberman og Owen, 1961).

10. Estimerin4 av prosentfordelinpr når kommunene er utvallsområder. x) 

10.1. Innlednins. Som beskrevet i kapittel 6, er map ofte interes-

sert i a finne hvordan en gruppe som har et gitt kjennetegn A er fordelt

etter et annet kjennetegn B. Kapittel 6 behandler situasjonen når Byråets

standard utvalgsplan brukes, Vi skal her se på hvilke forandringer som må

til når utvalgsplanen er som i kapittel 9, dvs , når kommunene er primære

utvalgsområder.

Dette kapitlet er i alt vesentlig skrevet av John Dagsvik.
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4.2.L....r_oi...L10.2.Sn(onvens'oner. La a(j,k) være a-verdien for

intervjuenhet nr. k i kommune nr. j. Vi skal spesielt la a(j,k) =1, dersom
intervjuenheten har kjennetegnet A, og 0 ellers.

Når a(j,k) = 1, lar vi a(j,k,i) vmre henholdsvis 1 eller 0 etter

som verdien k av kjennetegnet B opptrer eller ikke. Når a(j,k) = 0 lar vi

a(j i k,k) = 0 for alle i. La

= E a(j,k,i),
k

a(Z)	 E a(j,..,Z).,

a(ii 2, ,Z i )	 N (j)._ E {a(j,k,i) - 71(j,',50} fa(j,k,V) 
k

,117(j) 	 ni (k)
T(L 	 = G(i.4)Z-)" 	 N(i)n. (L)

 = E {T.(L,X,k')/I. = 11,
d 11)

y(z,,V) = E c2 (j) f(j) n(j,k,V),

w(i,V) = Z E c(i) c(j)	 g(i,j),

sa(z ,	 = y

02 (j,Z)

T (L i) 	 T,(L2, k),3	 .9	 .1,

2
y	 y(Z,k),

w2
(SO =

X.3 (i) = a(j,K. ,i)
J

når L =

.= E X. (k)/n.a),
ds	 0

I.
s .(L,z,V) = 	  {X. (i) 	Ij (i)} {Xis (V) - Ti ( V)1,

niy 	 $

N(j) 	 nsi (k)
77 (2,,V)	 So.(.k.tki) N() n.(L)
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c2/r 0) c fr 0 0) 	 m2/7-. 0) 	 7, fr. 0 01
=	 -L •t.L.1,Ad/ =

J 	 J 	 J r,) 	 J

(10.3.1)

10.3. Prosentfordelinsen. En er interessert i et anslag for

= a(k) 
a

a(Z) estimeres ved

	(10.3.2)	 a(Z) = I c(j) /5(.00 = I N(j ) 	 .(Z)/f(j),
J J J J

og en lar

	(10.3.3)
	

a = I a(Z).
Sl

Dull naturlige estimator for q er da

	(10.3.4)	 = 	 .

a

Et tilnærmet uttrykk for variansen til q(7) gitt ved (6.4.1). Vi får

(10.3.5)

( ] 	 ,),,b)

( 10. 3. 7 )

var a(k) = y
2
(1) +

	coy {)? 	 )1L, I. 	11	 T . ( L	 k')•3	 3
	J 	 J 	 J
	A 	 A 	 A	 A

coy {a(k), a(52, 1 )} = 4ivar la(Z) + a(32 1 )] - var a(k) - var aW)}

= y(Z,Z') +

	A 	 A

coy (a(0,a) = I coy (a(Z), a(I')).
I'

Ved å bruke betegnelsene

y(k,*) = E y(1,Z 1 ),

2,

w(k i .) 	 w(k39,1),

får vi at
A 	 A

(10.3.8)
	

coy (a(0 3 a) = 	 + w(Z, ․ ).

10.4. Estimerins av varianser. Estimatorene

(10.4.1) y(Z,Z 1 ) = E c
2
(j) T.(L,Z,V)

J

og
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(10.4.2) E a2 ( ti ) f(j) T.(L,Z,V)
(‘)

c(i) c(j) g(i,j) I.T.(50 I. X.(')/f(i,j)
ii 7-1-

er forventningsrette for henholdsvis y(Z,V) og a(k,V).

Bevis: Ved a bruke (10.3.7) fir vi

EiTj (k,k,V)Ik,/j 1 = I. Ti (k,k,V),

slik at

E 2 -1 .(L„Z' = f(j) n(j,z,z 1 ),
a '1'

og altsi

E y(k,V) 

Videre er

E {1j (k)	 = i) = coy fyso, 3-fi rv)ik, 	 = /1

4. E { . .(4)1L, I. = 1} E {)7.(z , )ik, 	 . .7) 	 T

	

0 	 d

3(i,i,k)

Dette medfOrer at

E {I. 1.00 T.(V)} = Al) n(j,k,V) + f(j) 3(j,..„(6)
	d d	 d

og

A
E 0- ( Z,V) = E c

2
(j) f(j)

2 
n(j,k,V)

. 	 . 	 . 	 .+ E c2 (j) g(j 3 j) n(j,k,V) + Z c 2 (j ) g(a,d) a(a,• ,t) a(j .,•,V)

E Z c(i) c(J) g(i,J) a(i,.,k) 	 = Y( 9, ,k r )	 ai , ' ) .	 0

10.5. Forenklin5er når utvalget er selvveiende. Når utvalget er

slik at

	

(10.5.1)
	

n.(L) = 12:4- b(L) I

(sml. (9.6.3)), blir
f(j) 	 b(k)

T (Li Z,R,')	 a(i.skski) N(j)b(k)c‘,
(10.5.2)
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Videre blir

(10.5.3)	 E 11- I I ti = 1} =	 E LVI41. P {1 = 1 I i . = 1}
n Az) 	 7, 0

fr	 .)= 1- E N(i)	 - 	 E c(i) 	 f(j)n 	 f(i) f(j) - n .

slik at

(10.5.4) = G(51 ' k ' k') (!E c(i) f(i,j) - 1).
J 	 n N(j) 	 n

A 	 A

Forventningsrette estimatorer for coy {a(k), a(k')} og y(k,V) blir nå

(10.5.5) ▪ - - E N(j) S.("L	 2, 1 ) { 1 - b/f(j)}b	 j r‘, 

+ E c(i) c(j) I. I.(k) I. 27.(k') g(i,j) /7, 	 7, 	 0

(1u. 5.6) • - - E N(j) S.U,SZ,,k, 1 ) { 1 - b/f(j)} / f(i)• b .	 0

li. Tilfellet in. = 1.

11.1. Innledning. Som vi nevnte på slutten av kapittel 2, hender

det at man bare bruker en tredjedel av de primære utvalgsområdene i hvert

stratum (utenom Oslo) i en undersøkelse. Hvert stratum i Bergen og

Trondheim representeres da med ett av sine utvalgsområder. Strataene uten-

om de tre stOrste byene skal i prinsippet representeres med to utvalgsom-

råder hver. Noen ganger vil imidlertid ett ai områdene falle bort, f.eks.
vectsykdomiintervjustaben,og"arenigjentillenetra..1. I den

foregående teorien har vi bygd på en forutsetning om at m i > 1 ved

variansestimeringen. (Se f.eks. underkapittel 3.3.) Vi skal nå se på et

par forslag til hvordan variansen kan estimeres i et stratum der mi = 1.

Forslagene går ut på

(i) å slå sammen to strata med ett utvalgsområde hver, og

(ii) å splitte opp dataene fra et utvalgsområde.

Disse idene kan fOres videre på mange måter, men vi skal ikke

gjøre det her. Vår hensikt er fOrst og fremst å illustrere problem-

stillingen.

11.2. Sammenslåing av_to.strata.med ett utvalpområde hver. En

måte å behandle tilfellet m 	1 på, er å slå stratum i sammen med et annet

stratum. Man må da sondre mellom dettilfelletat det andre stratumet har fk.
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to eller flere utvalgsområder, og det tilfellet at også det andre stratumet

bare har ett utvalgsområde. Vi skal her se på det siste tilfellet.

Anta at stratum nr. 1 og 2 har ett utvalgsområde hver, slik at

=
M2 

= 1. G2 og G2 er da fortsatt forventningsrette estimatorer for	ml 	 1 	 2

	

2 	 2y 1 og y 2 , men det er ikke umiddelbart gitt hvordan vi skal estimere a
2 og
1

2
° 2*

- 2
La nå U

2 
2 = 

(V
1 
- V

2
)	 (Når m

i = 1, blir naturligvis 
V
i 

= V )

Siden V
1
 og V

2 jo er stokastisk uavhengige, blir

EU2 2 = E {(T - 1
) + (E7 - EV2 ) 	 (V2 - E

17
2)1

2
1, 	 1

= var T1 + var V2 + (EV 2
) 2

 1

(11,2.1) = y2 + (1 - --JG 4- y + ( 1 	 12 + (a1 - a2 ) .1	 M
2 

2M1 1 	 2

Hvis

- 	 2 	 2
(11,2.2) 	 al = a 2 og a l = a 2 ,

blir derfor

U2 - G2 - G2
5 	=  1, 2 	 1 	2
1,2 	 1 	 1

41 M2

en forventningsrett estimator for a 21. (= a 2 ) . Hvis (11.2.2) ikke nødvendig-

vis gjelder, blir

2 	2	
Gi) 	

ca- 	)2(1 - -7)(0 2 - 	 1 	 2
(11.2.3) 	 ES21,2 = a l

2 	2

Hensikten med å ha to strata opprinnelig, istedenfor å slå dem

sammen til ett stratum for trekking av utvalgsområdene, må vel i første
2

rekke være at a 1 	
722

. Dette betyr at S 2 
vil få en tendens til å over-,

2 < 2
estimere 0

2
1
 (hvis a

1 
= 0

2 ).

,2
La oss anta at vi i alle tilfelle bruker 0 1,2 som estimator for

2 	
A

a 2 og a 2
. Bidraget til estimatoren for var a fra disse to strataene blir

1
da i alt

2 1 	 1
M
1 

M
2
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2 - 2	 1 2
(1 -	

4. m2 1-G2	 (	 1 5,2M IG 4-
1 - 1	 2 I- 2	 M» 1,2 -IM1 12

-1 T72 (M- M2 ) 174 ov -1)G2-m (L: -1)(32 ]2 (m2- -7 	u 1,2 + 	11 - 2	 1 2	 2(11
	(m -1 ) + m
.2-4) 	

M1 (M2'1) .4- M2 (111 1 - 1)

',Avis 14 1 M
2 

blir dette lik
.'

	

M2 	..,

	

.1	 1,

Dersom de to strataene hadde vært slått sammefi 	i , ct for trek-

king2n ay utvaJgsområdene, og ren lotterisk trekking 3, -,J to områder fra det

sammenslåtte stratumet gav de to samme utvalgsområder som dem vi hadde oven-

for, ville bidraget til estimatoren for var a blitt

1
-	 b(M 4-14 }

2	 I 2'

M .9	
, 

9

	) 	 7,,	 r-")
1	 1 ,

3

NledM,=!4,. reduserer dette sea tii

, ( 
2 -t 	 ) 	 9 4 	,

J. 	 T ./ 	 21

Vi 	a d Isse i 	yLvvve ci	 auuecledes 	 (It, va 1 og

tc) ,ttata etter 	 ,it-,,a1r,rlene er tplkket,

gir altså helt andre resultater enn sammenslåing . for_trekking,.

11.3. 0jst[ittiag vi G LAenejr .,Ln .tvalgsohaide. En aiLernativ

frailigangsmåte når m z = 1, er a dele materialet fra det ene utvalgsområde

mua hai, i to deler og utnytte dette i variansestimeringea. En slik opp-

deling av materialet faller jo naturlig hvis man har hatt to intervjuere

i aktivitet i området, men oppdelingen Lan naturligvis gjennomføres uav-

hengig av dette. Vi skal her bare anta at det forpligger en eller annen

regel som, når Jil = jil , deler opg de n z:1 (jii ) uttrakne intervjuenhetene

1 6n gruppe på n(j it )	 2 stykker og en annen gruppe på n!1. 1 (j11 ) =

	n (j ) - n' (j ) 	 2 stykker, f,eks, henholdsvis de n( il
j ) først ut-

trukne intervjuenhetene og de n' 	siste.siste.

Det er fortsatt ingen problemer med estimeringen av 4. Vi bruker

2 	 2 	 2
G. = N.(J. ) T. (J. )2, 	 2.1 	 IA 	 1,1

som estimator.

For å estimere (5
2 

danner vi
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2
9 	 S*7 ( J.i.7) 9	  {	 (	 /

) 	 "i IA 	 2
i ii

) 	 /
+ 	 11.

n'.(J
i	 il

nui )
)

il
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I	n .	 n
i

x--- '. 	 :,--	 X . 	 /	z 	 n!	 3-	
i

(!'	 -=	 E X. 	/n !'
1,	 -1-is	 -4,'	 1,	 -t, 1 n :+s 	 i	s=1	 s=1 " 1

og

U2 = 	 ) •
	al- 	1

Da blir E7C. = ED.'= Tz. og2 	 2 	 2

1 2
var X = (y!) 2 + (1 - M

dor

	2 	 .(y!) = E N(j) T	
72 	

MI:	. 2	 2

med

17r ,1)] = ai`j? Ni(j)	 n '.(j)

!(j) N.(j)

Formelen for var X*!' blir analog, og2

(11.3.1)

2
c = coy (X7(!' ) = - 	 E s

M. . N.W
7. ti

som vi skal vise nedenfor. Videre blir

2	 -

	

EU • = E {	 - EX	 (XV- EX!9}
2

	var	 var 	 """ CQV (5.: 1 -ff

(11 1 3.2)

. 4{(y!) 2 , (y'') 2 } , (1 - -2.),5 2 - c

	

s 	 i 	 mi i
2

a .(i)
	1 ,..,	 7,	  rig2 t4 )	 -1 717 t ) t 1 	1 	) 

- 
i

-7- ill • t.' N."-) L " i L 
ej / Le W i ‘ j / 1 	

' + n" i • '' 	 .j.:-2:ti 	
) 	 l': (j)

+ 1)

/ 2
+ (/ --Jam.

2
Da er Y. en forventningsrett estimator for den fOrste summen i (11.3.2), og
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Mi	 (U	 2.2 - Y.)	M i -1 2 	 2

2
er en forventningsrett estimator for a.. Det bidrag som stratum i gir til

A
estimatoren for var a, blir derfor

	

142. (G2. 	 4. 1120 	 Y2.).
	2 2	 2	 2

Siden

2 	 2G. = N.(J.
1
 ) S

21
. (J

21
. ) {N.(J.

21
 ) - 	 )} / n.

21 W.21 )32 	 2 2 	 2 	 2 21 

kan bidraget til estimatoren også skrives som

22 	 -12 	2	 1 	1	 1 MS(J1)1 —N.(J. ) (
]-2 i 21 	 n.(J. ) 	 n!(J. )	il 	 ' (ji1 	 N.(J. ) s

2 2* M.U..

11.4. Bevis for formel 11.3.1). Vi får at

n1(j) nil (j)

E 	 E 	 XE(X. X. 	 1,	
= 4)

r=1 s=n!(j)+2 	 1.1r us 	
J. =j)

u

i

a.(j,k) a.(j,k) / FN(i) (N.( ) -1)1-1k+1 	 ,

cl.(j,701,(2.(d .,5)--(2i (j .,0]/I-Ni (j)(A1.(j) - 1)]
k 1"

-2 	 1 	2
={1t7 .(j) a.(j) - N.(j) E ai(j3k)1/P.(j)2	i 	 k

	Idet E(57. I Jil = j) = E(Tq' 	 = j) = ai ri), blir derfor

coy 	= jl = 	 (5 72 (j4Ni (j).

Formel (11.3.1) fOlger da umiddelbart.

12. En annen mate å bestemme n. på: Fikser b og la n være stokastisk.

12.1. Innledning. Vi diskuterte Byråets spesielle valg av nir(0

i kapittel 4. Et viktig aspekt ved denne måten å bestemme utvalgsstOrrel-

sene i strataene på, var at en tok n som fiksert og bestemte total utvalgs-

brOk b av (4.1.2), dvs.
M.

(12.1.1) 	 b = n/E 	 E N.(J. ).
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Størrelsen b blir da ea stokastisk variabel. Enkelte trekk ved teorien i

de senere kapitlene er sterkt preget av dette.

En kunne imidlertid snu bak fram på den prosedyren somgav (12.1.1),

nemlig ved å fiksere verdien av b, og bruke (12.1.1) til å bestemme n, som

da blir en stokastisk variabel. I analogi med underkapittel 4.1 lar vi da

(12.1.2) 	 b. = b Mi /m i'

(12.1.3) n. 	 . ) = b N .(/. )sr sr 	 sr

og

(12.1.4) 	 n(J) = E E n. ( 1. ).
% 	 • 	 ir 7,rr

(Funksjonsargumentene angir her hva de enkelte variable i realiteten av-

henger ay.)

En stor del av den teorien man finner i tidligere litteratur,

bygger på et opplegg av denne typen. Dette gjelder f.eks. for Byråets

artikkel nr. 37 (Tamsfoss, 1970).

12.2. Tolkning av utvalgsbrOkene. Siden ENi (Jir ) = Ni /Mi., blir

En(() bN, der N fortsatt er det samlede antall trekkeenheter i landet.

Utvalgsbroken b har altså tolkningen

(12.2.1)
n(0

b = E 	
N '

dvs , b er den forventede utvalgsandelen i undersøkelsen.

Hvis Bijk fortsatt er den begivenhet at trekkeenhet nr. k i ut-

valgsområde nr. i i stratum nr. i trekkes ut for intervjuing, slik som i

underkapittel 4.2, får vi nå at

b. .= P {B.. I I.. 	 23 J = j),k	 -tj

og følgelig at

P {B.. 	 I I..} = I.. b..sok 	 sj 	 sj s

Siden E I.. = m./M., blir derfor
2,7 	 2 2

P {Bijk } = b.

den nåværende situasjon er altså b lik sannsynligheten for at en vilkårlig

trekkeenhet skal bli trukket ut for intervjuing. Denne sannsynligheten er

derfor den samme i alle strata.

Selv om svært mange av resultatene i kapitlene foran blir de samme

når b fikseres som når n fikseres, er det likevel enkelte slående
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eksempler på at resultatene forenkles når b fikseres istedenfor n, i tillegg

til dem vi så ovenfor i dette underkapitlet. Vi skal nevne noen slike

eksempler i underkapitlene nedenfor.

12.3. EndLimer_LynoLllaalittel 4.3 når b fikseres. En får nå

tingende formel for variansen til 27t:

^	 2	 /	 2
(12.3.1)	 var a = -47. E (1-b i ) E Ni (j) Gi (j) + 	 E (M.-mi ) a l:. bi ;D 	 D

og estimatoren for var ; blir

(12.3.2)
m,

E (1-b.) b. E	 ) S
2	 ) +	 m

b2
	 t 	 lr	 LP 	 2 .

b

estimeringsformelen får en altså bare den trivielle forandringen at

b(0 og bi (J) erstattes med henholdsvis I) og bi .

12.4. Endringer i_kleittel 5. Når b er fiksert, blir n o = bNo
ikke- stokastisk, og

0
Vdif

-'N
O 	

)
I) 	0 0 •
, 	 o•

u.2.(1.91kLiaLttj1.12.2.1. Når b fikseres, blir natur-

ligvis alle yj iv) lik b, og a = a(1). a(l) blir derfor en (trolig noe

forventningsskjev) estimator for den estimand en der er interessert i.

12.6. Endringer  i underkapittel 9.6. Når kommunene brukes som

utvalgsområder, består den framgangsmåten soner analog til den oven-

stående, i å fiksere b, bestemme n.(L) av
J

(12.6.1) 	 n(L) = I. N(j) b/f(j),
J

og la den totale utvalgsstOrrelsen være

ny = E n. ( ).
ti

Da blir sannsynligheten for at en vilkårlig telleenhet fra kommune nr. :7

skal trekkes ut for intervjuing, lik b for alle j. Analogien med det

ovenstående er slående.
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