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FORORD

Under bearbeidingen av resultatene fra de arbeidskraftundersøkel-

ser Statistisk Sentralbyrå gjennomfører på utvalgsbasis, blir de som er

intervjuet gruppert, etter kjønn og alder. En slik teknikk kalles etter-

handsstratifisering. Den blir nyttet dels i et forsøk på å redusere

samplingsusikkerheten i de publiserte resultatene og dels for å skape samsvar

mellom de tall som offentliggjøres fra arbeidskraftundersøkelsene og tall

i annen befolkningsstatistikk.

Byrået har Ønsket å få en vurdering av egenskapene ved tilgjenge-

lige estimeringsmetoder som bygger på etterhåndsstratifisering. En slik

vurdering blir lagt fram i denne artikkelen. I et forsøk på å gjøre de

viktigste resultatene tilgjengelige også for folk som ikke har spesielle

kunnskaper i matematisk statistikk, er framstillingen delt i to. De to

fOrste kapitlene gir en verbal beskrivelse av estimeringsmetodene og

deres vikeigste egenskaper. Den matematiske analyse er skilt ut og fram-

stilt i kapittel 3 og i et matematisk appendiks.

Statistisk Sentralbyrå, Oslo, 20. juni 1974

Petter Jakob Bjerve



PREFACE

During the processing of the results from the Labour Force Surveys

of the Central Bureau of Statistics of Norway, the respondents are classi-

fied according to sex and age. A technique like this is called post-

stratification, and it is used in an attempt to reduce sampling error in

the published results, and also to make these results consistent with

figures from the usual population statistics.

The Bureau has wanted an evaluation of the statistical properties

of current estimation methods based on post-stratification. Such an

evaluation is presented in this article. In an attempt to make the main

results accessible to those who do not have special knowledge of mathe-

matical statistics, the presentation is made at two levels. The two first

Chapters give a verbal description of the estimation methods and their

main properties. The mathematical analysis has been separated from the rest

and can be found in Chapter 3, and in a mathematical Appendix.

Central Bureau of Statistics, Oslo, 20 June 1974

Petter Jakob Bjerve
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1. INNLEDNING OG HOVEDKONKLUSJON. 

Ved mange utvalgsundersOkelser benyttes det en teknikk som kalles

etterhåndsstratifisering. Denne teknikken går ut på at utvalget sorteres

i klasser (etterhåndsstrata) etter spesielle kjennetegn, fOrst når dataene

foreligger. Metoden brukes i situasjoner der en på forhånd ikke vet

hvilken av disse klassene den enkelte enhet tilhører. I Byrået benyttes

etterhåndsstratifisering i forbindelse med arbeidskraftundersOkelsene (AKU),

idet personene i utvalget inndeles etter kjønn og alder under databearbeid-

ingen. Ett formal med denne framgangsmåten er den samme som for "vanlig"

forhåndsstratifisering, nemlig ønsket am variansreduksjon. I Byråets AKU

har en også en annen hensikt med den estimeringsmetoden som brukes. Fra

det sentrale personregister kjenner en samlet antall personer i landet

fordelt etter alder og kjønn. Det er derfor ønskelig at det samlede antall

personer i en kjønns- og aldersgruppe som framkommer ved summering over

AKU-estimatene for antallet i de enkelte sysselsettingsgrupper, skal sam-

svare med opplysningene fra personregisteret. Den metoden en bruker i dag,

har denne egenskapen. En estimeringsmetode som har en egenskap av denne

typen, vil vi si har samsvarsegenskapen.

I det prosjektet som beskrives her, har vi i hovedsak studert to

måter til å utnytte etterhåndsstratifisering for estimering av samlet an-

tall enheter med et bestemt kjennetegn i undersOkelsesbestanden, Den ene

metoden brukes i Byråets arbeidskraftundersOkelser i dag, og vi vil be-

tegne den aK . Denne bygger på vår kunnskap om fordelingen på alder og

kjønn i den samlede norske befolkning, og krever ikke at vi skal kjenne

denne fordelingen i det enkelte utvalgsområde.

Den andre metoden vi studerer, krever kunnskap om fordelingen av

befolkningen på alder og kjønn, også innen det enkelte utvalgsområde.

Denne estimatoren vil vi kalle å. Den kan ikke brukes med dagens standard

utvalgsplan, men den vil være aktuell når den nye standard utvalgsplan tas

i bruk. Vi kjenner nemlig ikke befolkningens alders- og kjønnsfordeling

innen de nåværende utvalgsområdene, mens disse data vil være tilgjengelig

for kommunene, som blir utvalgsområder i den nye utvalgsplanen.

Vi studerer estimatorenes statistiske egenskaper, fOrst og fremst

forventning og varians. Det ser ut til at de tradisjonelle tilnærmings-

formler for disse parametrene er for grove og kompliserte for vårt bruk.

Ved a ta utgangspunkt i en tilnærmelse til den eksakte fordeling (Burr,

1973), har vi funnet finere tilnærmelsesformler. Vi har sammenliknet

disse med de tilsvarende parametrene for den estimeringsmetode Byrået

vanligvis bruker, der en ikke etterhåndsstratifiserer utvalget. Den

tilsvarende estimatoren vil vi betegne med a.
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De estimatorene vi har studert, kan også brukes ved estimering av

fordelinger osv , innen del-bestander. Vi kan f.eks. betrakte hvert etter-

håndsstratum som en del-bestand. Det er nettopp det Byrået gjør når en er

interessert i data for ett eller flere etterhåndsstrata. Totalen for den

samlede bestand finnes så ved å summere estimatene for alle etterhånds-

strata.

I et forsøk på å gjOre de viktigste resultatene våre tilgjengelige

også for folk som ikke er matematiske statistikere, har vi delt framstil-

lingen i to hovedkapitler og et appendiks. I det fOrste hovedkapitlet er

det gitt en verbal beskrivelse av estimatorene og deres egenskaper. I det

andre kapitlet tar vi utgangspunkt i den formelle beskrivelsen av en gene-

rell to-trinns utvalgsplan og gir matematiske bevis for de resultatene vi

har funnet. Til slutt har vi et matematisk appendiks med bevis for noen

hjelpesetninger som benyttes i det andre hovedkapitlet. Symboler og kon-

vensjoner er stort sett i overensstemmelse med dem Hoem (1973) bruker.

Han har også en oversikt over den eksisterende litteratur i aysnitt 7.6.

Hovedkonklusjon.

Vårt valg av estimeringsmetode vil være avhengig av den utvalgs-

planen som ligger til grunn.

Med dagens standard utvalgsplan er de aktuelle metodene estimatorene

a og A. Vi har funnet at estimatoren a , som brukes i AKU i dag, har

større varians enn estimatoren A. Den er antakelig også noe forventnings-

skjev. Dette resultatet gjelder for alle mulige inndelinger i etterhånds-

strata, men forskjellen i varians vil avta når antall etterhåndsstrata

Oker så fremt oppdelingen i etterhåndsstrata ikke blir for "fin". Sam-

tidig vil sannsynligvis skjevheten til am øke når antall etterhåndsstrata

Økes. Det eneste argumentet for å benytte am i stedet for a, er at am

har samsvarsegenskapen, mens a ikke har det.

I Byråets nye standard utvalgsplan vil også estimatoren å være

aktuell. Denne estimatoren er tilnærmet forventningsrett dersom antall

etterhåndsstrata er under en viss grense. Denne grensen kan fOrst bestem-

mes når den nye standard utvalgsplan er ferdig. Dersom etterhåndsstrati-

fiseringen er slik at estimatoren å er tilnærmet forventningsrett, vil å
som regel ha mindre varians enn A. Estimatoren å har samsvarsegenskapen,

vel og merke innen de nye etterhåndsstrata som  omtales ovenfor. Disse

etterhåndsstrata blir større enn dem som brukes i dag (mai, 1974), og å
vil ikke ha samsvarsegenskapen innen de nåværende kjønns- og aldersklasser.
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Jeg vil takke Olav Ljones og Ib Thomsen for nyttige diskusjoner

• under utarbeidelsen av manuskriptet, og Jan M. Hoem for god veiledning

under manuskriptutformingen. Jeg vil rette en spesiell takk til Petter

Laake som har lagt ned mye arbeid i gjennomgåelsen av artikkelmanu-

skriptet.

2. BESKRIVELSE AV ESTIMATORENE OG DERES EGENSKAPER.

2.1. Generelt am estimatorene 

I dette arbeidet studerer vi ulike metoder til å estimere en ukjent

aggregatstOrrelse a i undersOkelsesbestanden. Dette kan eksempelvis vere samlet

inntekt eller samlet forbruk i bestanden i en gitt periode. Felles for

estimatorene er at en fOrst estimerer a-verdien for hvert etterhåndsstratum. Total-

stOrrelsen a er summen av disse, og den estimeres ved summering av stratum-

estimatene. Dette kan en jo utnytte hvis en Ønsker egen informasjon om ett

eller flere etterhåndsstrata og ikke bare betrakter dem som et hjelpemiddel

for estimeringen av a-verdien i den samlede bestand.

I det fOlgende vil vi for det meste konsentrere oss om estimeringen

innen det enkelte etterhåndsstratum.

2.2. Estimatoren a.

Vi skal fOrst se på den framgangsmåten som man antakelig ville

velge automatisk hvis man ikkegavseg til å fundere nærmere over de

praktiske og teoretiskeproblemene som foreligger. Etter denne metoden

estimeres fOrst a-verdien for hvert etterhåndsstratum innen det enkelte 

utvalgsområde ved A "blase opp" a-verdien for utvalget på vanlig måte.

Oppblåsningsfaktoren er da samlet antall trekke-enheter i etterhånds-

stratumet dividert med antall enheter derfra i utvalget. Deretter blåses

estimatene for hvert utvalgsområde opp, tilsvarende,nemligved at en

dividerer med sannsynligheten for at utvalgsområdet skal bli trukket ut.

Ved å summere over utvalgsområder og forhåndsstrata innen det enkelte

etterhåndsstratum får vi estimatoren ri i.(2,) for a-verdien i 2 -te etterhånds-

stratum, som vi betegner med a(t). Denne estimatoren er tidligere be-

skrevet av Hoem (1973, side 27).

Denne metoden krever kjennskap til bestandens fordeling på etter-

håndsstrata innen hvert utvalgsområde. En har ikke slike data idag, så

estimatoren er ikke aktuell med den eksisterende utvalgsplan. Derimot

kjenner en befolkningens fordeling på alder og kjOnn innen hver kommune,
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slik at å kan være nyttig når en får den nye utvalgsplanen, der en tenker

å bruke kommunene som utvalgsområder.

Denne estimatoren har imidlertid en svakhet som kan være betyd-

ningsfull for våre formal. For at den skal være forventningsrett, kreves

det at sannsynligheten for å få tomme etterhåndsstrata er lik null innen

hvert utvalgsområde. I Byråets nåværende standard utvalgsplan er denne

sannsynligheten betydelig større enn null, og dette medfører at å(k) ville
underestimere a(k) dersom den ble brukt. (Tilsvarende for estimatoren a.)

Setning 3.3. Oiled eksempel) i neste hovedkapittel viser nemlig at dersom

viskalunngåenbetydelig forventningsskjevhet i denne estimatoren, bør

forholdet mellom utvalgsstOrrelsen innen hvert primære utvalgsområde, og

antall etterhåndsstrata gjennomsnittlig være større enn 6. Siden denne

utvalgsstørrelsen ligger i nærheten av 30 i våre områder, betyr dette at

vi bare kan bruke inntil ca. 5 etterhåndsstrata, og enda færre i mindre

utvalgsområder. "Egentlig" burde vi altså bare etterhåndsstratifisere

etter kjønn og et par grove aldersklasser.

I den nye utvalgsplanen vil antakelig utvalgsstørrelsen innen hver

kommune bli vesentlig større enn 30, slik at antall etterhåndsstrata føl-

gelig kan Økes. Når dette skrives foreligger det ikke tilstrekkelige opp-

lysninger om den nye utvalgsplanen til at vi kan vurdere dette nærmere.

Når denne utvalgsplanen er fastlagt, vil vi ved hjelp av setning 3.3. kunne

beregne maksimalt antall etterhåndsstrata.

Variansen til estimatoren å(k) vil være mindre enn variansen til
den vanlige estimeringsmetoden am som brukes når utvalget ikke etterhånds-

stratifiseres, dersom antall etterhåndsstrata ikke er "for stort" (Korollar

3.1.). Dette resultatet er forøvrig i samsvar med teorien for rent lot-

teriske utvalg.

Vi har mer spesielt studert effekten av etterhåndsstratifisering

på variansen til estimatoren å for den samlede a-verdi. I setning 3.5. og

korollar 3.2. nedenfor er det etablert et kriterium for når etterhånds-

stratifisering har henholdsvis "positiv" og "negativ" effekt på variansen.

Denne effekten viser seg å være knyttet til fordelingen av forholdet mel-

lom den relative a-verdi i det enkelte etterhåndsstratum innen hvert ut-

valgsområde på den ene siden og relativ a-verdi for alle etterhåndsstrata

i hvert område på den annen. Dersom dette forholdet varierer lite omkring

1, kan en risikere at estimatoren å har større varians enn estimatoren a

som brukes når utvalget ikke etterhåndsstratifiseres. Dersom vår estimand

er liten, må dette forholdet variere mye for at estimatoren å ikke skal

være dårligere enn estimatoren A. (Se eksempel 3.)
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2.3. Estimatoren O.

Dersom fordelingen på etterhåndsstrata er kjent for den samlede

bestand, mens fordelingen på etterhåndsstrata ikke er kjent innen de

enkelte utvalgsområder, kan estimeringen foregå på fOlgende måte:

En finner samlet a-verdi for 9, -te etterhåndsstratum for hele

utvalget under ett og blåser så opp dette med en faktor som er lik antall

enheter i etterhåndsstratumet i totalbestanden dividert med samlet antall

enheter i etterhåndsstratumet i utvalget. Metoden brukes i dag i tilknyt-

ning til Byråets arbeidskraftsundersOkelse.

Ved denne metoden benyttes ikke den informasjonen en måtte ha om

forhåndsstratifiseringen, slik at det er naturlig å regne med at denne

estimatoren kan ha stOrre varians enn estimatoren W. (Som vi tidligere har

nevnt, har imidlertid estimatoren a m samsvarsegenskapen.)

I kapittel 3 har vi funnet et uttrykk for forventning og varians

til am . De viser at denne estimatoren er noeforventningsskjevog at den

har større varians enn estimatoren A. Forventningsskjevheten har nær

sammenheng med stOrrelsen Ñ q,k), som er summen av de oppblåste antall

enheter fra g-te etterhåndsstratum i hvert av de uttrukne utvalgsområdene.•

Dersom denne størrelsen har liten varians, vil estimatoren am ha liten

forventningsskjevhet. I motsatt fall kan vi risikere en betydelig skjevhet.

Variansen til N (,1,å) er igjen avhengig av antall utvalgsområder i ut-

valget, i den forstand at variansen avtar dersom antall uttrukne utvalgs-

områder Oker. For å kunne studere skjevheten til estimatoren am nærmere,

må vi imidlertid ha kjennskap til bestandens fordeling på etterhåndsstrata

innen hvert utvalgsområde. Korollar 3.3., side 31, viser at variansen til
NH

, og dermed variansen tia	 l a , avtar med Økende antall etterhåndsstrata

innenfor en viss grense. Samtidig ser det ut som om skjevheten Oker med

Økende antall etterhåndsstrata. Dersom estimatoren am benyttes, er anta-

kelig det antall etterhåndsstrata vi har i dag, det maksimale vi kan bruke

hvis forutsetningene for teorien skal holde.

2.4. Estimatoren 

Dersom bestandens fordeling på etterhåndsstrata er kjent innen

hvert utvalgsområde, kan vi redusere skjevheten til estimatoren am ved å

erstatte det kjente samlede antall enheter i It-te etterhåndsstratum med

stOrrelsen som estimerer dette antallet. Imidlertid har denne

modifiserte estimatoren ea% ikke lenger den Ønskede samsvarsegenskapen.

Denne nye estimatoren har en varians av samme størrelsesorden som varian-

sen til estimatoren am , og det er derfor bedre å benytte estimatoren A

istedenfor estimatoren 2(21.
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3. MATEMATISK ANALYSE AV ESTIMATORENES STATISTISKE EGENSKAPER.

3.1. Formell beskrivelse av utvalgsplanen.

For å lette lesingen skal vi repetere noen definisjoner fra Hoem

(1973) og innfOre noen nye.

Befolkningen er inndelt i et antall forhåndsstrata. Forhånds-

stratumnr.iharM.primære utvalgsområder, (p.s.u.). P.s.u. nr. j i

stratumiinneholderN. () trekkeenheter. Til trekkeenhet nr. k er det

tilknyttet en verdi a i (j,k) som vi kan måle.

Vi lar

N. =

være antall trekkeenheter i stratum i og

N = E N.i

antall trekkeenheter totalt. Videre lar vi

a.(j) = E a.(j,k)
k

være a-verdien i p.s.u. nr.j i stratum nr. i

Frade14.utvalgsmirådeneistratumitreidesdetutm.orrIråder.

La 7 i (j) være sannsynligheten for at p.s.u. nr.j i stratum i skal bli

med i utvalget, og la Tr i (j,q) være sannsynligheten for at både p.s.u.

nr. j og p.s.u. nr.q skal bli med i utvalget. Numrene på de p.s.u. som

trekkes ut, betegnes j il , Ji2 , •.., Jim. . Videre lar vi J. og J be-

tegne henholdsvis settet av numrene på de uttrukne p.s.u. i stratum i,

og for hele landet . Fra det r-te uttrukne p.s.u. trekkes det n ir q)

trekkeenheter rent lotterisk. Numrene på trekkeenhetene som velges ut

fra område nr. J. 	 betegnes K.K. 	 .. La
ir 	 irl' ir2'

X. 	 = a.(J. , K. 	 ),
irs 	 ir 	 irs

R. . E X. In (J ),ir	 irs ir

og

X = EEEX. .
irs irs
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Vi antar at utvalget av trekkeenheter inndeles i v etterhåndsstrata på

grunnlag av informasjon som foreligger i dataene. Vi innfører indeks-

variabelen	 Denne antar verdien 1 dersom trekkeenhet nr.

(i,j,k) tilhører etterhåndsstratum nr. k, og 0 ellers.

Ni(j,k) = E I(j,k,t)
k 1

blir dermed antall trekkeenheter i etterhåndsstratum nr. 2. i p.s.u. nr.

(i,j). La

a i (t) (j) = E a i (j,k) I i (j,k,t)

være totalen innen etterhåndsstratum	 p.s.u. nr. j og stratum i og la

- (i)	 (i) = ai 	(3 ) /Ni .

være det tilsvarende gjennomsnitt. La videre

a. j) = E {a i (j,k)	 a i (j)} 2 /{Ni (j) - 11,

a .2()=-EliChk,Olai(j,k)--i.(k) (j))
2
gNi (j,k) - 1}

k

og

N(t) = E N.(j,k).

En ny tilfeldig variabel X. (L) defineres vedirs

X.	 (t) =, K.
irs	 ir	 irs

Analogt med tidligere symboler innføres

X. (i) = E X.	 (k),ir	 irs

X(i) = Ei,r X. (i), ir

og

b ir (O = nir(J)/Ni (Jir).



(3.1.1)	 A(2) =
i,r

og

(3.1.2)	 a = E am.

- 1	 -1
. (J. ) b.	 (J) E X.	 X.	 (k)

ir	 ir	 irs irs

14

Vi noterer at X. (k) er antallet i utvalget i etterhåndsstratum k, for-
ir

håndsstratum i og p.s.u.

Vi tar utgangspunkt i estimatorene

J.

Dersom

130 = ¶ i (J ir ) b. (J)

er uavhengig av i og r, blir utvalget "selvveiende", og estimatorene

ovenfor får formen

-A(9) = b 1 
(J)	 E	 X. X	 (k)

irs irs
i,r,s

= b
-1

(Jr ) X

E X.	 (k) = 1.
irs

Estimatorene (3.1.1) og (3.1.2) har fOlgende egenskaper:

Setning 3.1: La

-1
b.	 (j) = ED). 

-1
(J)J. r =

ir ,	 i

og

siden
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Da gjelder følgende:

(i) E{a(0} = a(t).

(ii) Var E{A(L) i J1 = E E {1 i (p) l i (q) - Ii i (p, 01
i p<q

a M (p) a(q)

[". 

i 	 i 

5j(P)	 Iii(q)

(iii) Var E{A	,J41 = E E {1í.(p) 	¶ i (q) - 	 q)}
i p<q

2
	ra  (p)	 ai (q)

	

S i (p)	 Si(q)

(iv) E Var {A( 2) 	= i E j ¶ i-1 (j) {b i -1 (j) -1 } Ni (j)/{Ni (j) -1 }

,	 2	 r	 -12 	 .

	t) 	ai	 L	 )	 N i 0,t) El-Ni (i,g,)/Ni

(v)

Bevis:

118.)

E Var {4I} =	 1.-1(j) {b. -1 (j) -1} N i (j)
rko

Punktene (i), (ii), (iii) og (v) er vist hos Des Raj (1968, side

Bevis for punkt (iv): La

T. 2OM = E {I.(j,k,t) a i (j,k) -a.(j)/N i (j)1 / Ni (j) -11.1 k

Det følger av resultatene hos Des Raj at

E Var{a(Z)	 =	 14-10){13:10) -11 N i (j) Ti 2 (j,k).
i,j

Ved en enkel omforming finner vi at

{Ni(j) -1) T.
2
0,0 = {N(if) -11 a 

2 (j k) +

ai") (J) 1 2 Ni 0,2) {1 - N miCi/Ni (i)).

Q.E.D.
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3.2. Estimatoren å.

Vi skal her se på den "klassiske" måten a utnytte etterhånds-

stratifiseringen på under estimeringen. Denne er blant annet beskrevet

hos Hoem (1973, side 27), og forutsetter at bestandens fordeling på

etterhåndsstrata er kjente for de uttrukne utvalgsområdene. Estimatorene

er definert ved

-1
(3.2.3) a(k) = E 5.	 (J )

i,r	
i

N (J.	 k) E X	 X.	 (k)/X. (k)
ir	 ir	 irs	 ' ir	 'i	 '	 rs

(3.2.4) å = E å (t).
k

I dagens standard utvalgsplan er Ii i (J ir ) = m i /M i . Altså er T i (j ir )

bare avhengig av forhåndsstrataene og ikke av de enkelte p.s.u. innen hvert

forhåndsstratum.

Setning 3.2: La

U i (j,Z) = Ni (j,k) E {Xir- 100 	 j
ir =
	 _ bi -i (j).

Dersom

Pr{X.	 9,) > 0 I Z} = 1ir

for alle i, r og 2,, gjelder fOlgende:

(i) E

(ii) Var E{ r.(k) I ;11,1 = Var E{a(9,) I '!}.

(iii) Var E{å I 	Var E{Al	 .

(iv) E Var{() I 	 =

iE	 ( ){Ni (j,32) [- b.	 (j) -1 + Ui(j,Z) J

	(v)	 E Var{  I 	 = E E Var{() I V.
k
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Bevis: Det er hensiktsmessig å benytte notasjonene

= {X• r (i) : i = 1,2, ..; r = 1, 2, ..; g = 1, 2, ...}.

og

X. (9,) = E X.	 X.	 (9,)/X.ir	 irs irs	 ir

Fra Hoem (1973, side 28) vet vi at par X ir (t) > 0, er

(3.2.5) Ea ir (g) (50 •
= kl =

Dersom Pr{X. (X) > 0 I J = j} = 1, blirir

	

derfor Ea(5)1	 a(9,), og vi har vist (i).

Under forutsetningene ovenfor får vi videre at

-1Ea(	 •

	

2,)	 J = j} = E	 (2)
) a•	 )r‘, 	 i 	 ir	 1 	 ir•1,r

= E{å(g) I J =

slik at (ii) og (iii) fOlger umiddelbart.

Det er videre klart at

cov{ x.	 x. (V) I 	 = 	 = k} = 0

	

ir	 ir

når 9, 0 	 slik at

rk,
cov{X. (k), X. (g') I J =	 =

	

ir	 ir	 (1,

E cov{X. (9,), X. (JO) Iir	 ir =

cov(a. . (9') (i. ), .. (1°) (j. )ir	 1 	 ir J = j1 = 0.
q,
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Altså er 1ir (k) og Xir (k') ukorrelerte når J er gitt. Av resul-

tater hos Hoem (1973, side 29-30) fOlger det da at

E Var{Ni (Jie st) Kra 	 =) 	 I 

E{a i2 (J ir ,Z) [N ipir,k) {Xir-l (k) I .J,} -1] Ni ( J ir ,k)}

Q.E.D.

Korollar 3.1: Dersom

-1b.	 (j) -1 + u(J) = b. -1 (j) -1

og

Ni(j,t )/{ Ni(j,t) -1}	 1,

er

Var{(t)}< Var{A(4)},

Bevis; Det er nok å vise at

E Var{() IV 4,E Var{a(k) I V.

Fra setning 3.1 og 3.2 fOlger det direkte at

E Var{A(t) I 	 - E Vara(9) I

= E . 1 (j) (b. -1 (j) -1) {E a. 2
(j,k) I i (j,k,Z) - [1m(j) :] 2 /1,1.(j)

1,3 	Ic

_
-EE a.

2
(j,k)	 - [a. (16) (j) 1 /Ni (j,,Z): N 1 (j,k)/(Ii 1 (j90 - 1)}

k

Q.E.D.
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Setning 3.3:

X ir (t) = Ni (j ir ,t) nir(V/Ni ( j ir ) = b ir y Ni (i ir pt).

Vi har da:

-X. (0
PrIX. (k) = 0 I J =j}.= e ir	 .

ir

Bevis: Når J = j, er X ir (t) hypergeometrisk fordelt med para-

metre n (j), N.(j ,t) og N.(j ). Ved å bruke tilnærmingsformelen i
ir	 i ir	 i ir

lemma 1 i appendikset får vi at

-X. (

Pr{X.	 = 0 I 	 = j} = e 2 )ir	 (1 - C. (0).
ir	 (1, 	 ir

Nå vil C. (t) være liten sammenliknet med 1, slik at vi kan sette
ir

e-xir(t) ( i - cir () ).„

Q.E.D.

Eksempel: I Byråets AEU er

n . j)/N.(j. ) = b. (j) = 1/50.
ir	 ir

Dersom vi betrakter e-6 = 1, 51O 	 neglisjerbart, vil N•(j ir ,t) > 300

medfOre at

pr{xir (t) = 0 I J = j} = o.

Anta at N.(j. ) = 2 000. Dersom vi bruker ettårige aldersklasser, blir
ir

antall etterhåndsstrata lik 120, slik at den gjennomsnittlige verdi av

Ni (j ir ,t) blir mindre enn 20, og

e-Äir(t) e 1 .

Dette viser at estimatoren å gir en betydelig forventningsskjevhet. Hoem

(1973, side 28) viser forOvrig at W vil underestimere a.

Medvetterhåndsstratablir11.(j,t) gjennomsnittlig lik N.(j)/v

slik at
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Setning 3.4: La forutsetningene være de samme som i setning 3.2

og anta 'dessuten at 14.(j)/{N.(j) -1 } = 1. Da er

Var A - Var W =

-1
• E	 ff.	 (j) {(b.

-1
(j) -1) Ni (j,k)	 .

(I)
(j)	 :i(j))

2
1

- (Ni (j,k) U i (j,t)	 b i-1 (j) -1) a i 2 (j,k)1.

Bevis: Ved en enkel =forming får vi

2.
E (Ni(j) 2 ) -1) a. (j,k)

	j = E a .2 (
. 

,k)	 (j ,) a .	 ( )
k	 9,

= E (a.(j,k) -.(j))2 	E Ni	
1

( j,k) (. ") (j) -:i (j))2

k	 1 	2,

)	 -	 2
= (Ni (j) 	-1) cy	 0. 2 0) - E N.,t) ( (ka.	 (j) -

£ 1

Setningen fOlger nå ved at en bruker setning 3.1 og 3.2. Q.E.D.

Setning 3.4 gir altså et uttrykk for "gevinsten" ved etterhånds-

stratifisering. Som vi ser, inneholder den både et positivt og et

negativt ledd. Vi skal nå se nærmere på differansen Var A - Var W. Vi

vil finne at parameteren

h.(j,k) = 1

spiller en sentral rolle i den forbindelse. Vi nOyer oss med å betrakte

situasjonen der ai (j,k) er en binær variabel. Da blir

2 .(k) .
= :. (i) (j) (1 - a.	 (J)) Ni (j,k)/(Ni (j,i) -1).

1

Setning 3.5: Anta at a i (j,k) er en binær variabel og la

ni(x,t) = -x 1 C 1 -21 4. { ,x1t-1-21,2	 x(t - 1 ) 1
2(x+1)	 2(x+1) I	x+1

n"(x,t) = nt(x,t) + x It-2 ,



21

X = X i (j,k) = Ni (j,k) b i (j),

2 c = 2 c.(j,k) = N. - Lk)	 Ni-i (j) bi-i (j),

+ (XO(X) -1) (1 - b.(j)) -1 ) Ni(j,k)/ {Ni(j,t)-1}

og

0 i (j,k) = xgx) -1 - 3c,

der 4 (-) er definert like fr lemma 4 i appendikset. La a og være slik

at a k_a i (j,k) og 0 < B i (j,k) for alle i, j,

(i) Dersom

Ihi(j,k) -1 1 	 n'{ct, a.(j)}

for alle i, j, ft, er

Var a > Var a.

(ii) Dersom

ih i (j,t) -11 5_ ii''(, ; i(i)

for alle i, j, k, er

Var A < Var å.

Bevis: (i): La ih i (j,t) -11 kr.

Siden

hi (j,k) {1 - hi (j,t) :i (j)}

er voksende i 11. (j „It) når

— (k)	 .
a.	 (3) <

og avtagende når

- (i)	 •a.	 (j) >
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h i (j,i) {1 - hi (j,k)

< 	 (1 + n) {1 - Li + n]

— (1 - n) {1 - [1 - fl: ai m}
når Ei (:)(( jj))
når

La videre

-1
x	 {N.	 (j,k) + U i (j,k) (b.

-1
 (j ) -1} N. j,k)/(Ni (j,1/) -1).

Vi finner da at uttrykket

-	 -	 2
d i (j) = E {Ni (j 2 k) (

(Z)
a i 	(j) -

JZ,

- o i 2 (i,k) [ u i ( j,k)Ni (j,k) b ( i)/(1-b i (J)) +i -j}

E {N. (j,k) ((Z)ai	 .-
2,	 1

2 Ç- a i (J2k) (Ni (bk) -1) x}.

Det følger herav at

A i (j	 (j) E {Ni (j 2 Z)	 (hi(j2Z) -1) 2

-xNi (j,k) h i (j,Z) [1 -	 hi(j2k)-11

> a i (j) { -a- i (j) (1 + x)n 2 + x I 1 - 2; i (j) 1 n

- x (1 -

(3.2.6) = a i (j) (n - n') (n 4- n' - 	j 1/73.-i (j) -21).
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Når n > n Ix, 	 er uttrykket i (3.2.6) positivt og (i) følger

umiddelbart ved A bruke setning 3.4. Vi skal deretter vise at vi kan

velge x = Œ. Fra setning 1(ii) i appendikset følger det at

E {e(X)/X} 	 4)(X),

noe som medfører at

U i (j,t) b i (j )	 Ä4)(X) -1 .

Dermed er (i) vist.

(ii): 	 Resonementet er helt analogt med det under punkt (i),og vi skal

derfor nøye oss med A vise at vi kan velge x = Ø. Fra setning 1(ii) i

appendikset følger at

E {c(X)/X} > 	 - 2cX -1 (1 + 3X -1 )

> 4)(X) - 3cX -1 ,

når X > 6. Derav:

b.(i) ?..)■ gA) -1 -3c.

Ulikheten ovenfor medfOrer derfor at

(.1 	 + U i (j,) (b. 	 (j) -1) 2:- .(j 	)•

Q.E.D.

Korollar 	 Arita at a.(j) 	 k for alle i og j. Dersom

l u i0,0 -11 in"(3,k)

for alle i, j, 9,, er

rt,
Var a Var A.
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Bevis: Det er nok å vise at n"(0,t) er en avtagende funksjon i

t. Dette kan gjøres ved å studere den deriverte av funksjonen 11"(,t).

Beviset er nokså teknisk og er ikke tatt med her.

Eksempel 1: Setter vi k = 0,5 i korollaret foran, blir

11"0,1/2) . {4(X) - 1 -3c i l
)4(X) -3c J

La A = 7 og c = 5%. Av tabellen på side 242 hos Stegun og Abramowitz

(1954) og av lemma 4 i appendikset finner vi at 70(7) = 1,22, slik at

0,25.

Dersom 11.0,0 varierer mindre enn 25% omkring 1, vil altså å være dår-

ligere enn a.

Eksempel 2: La A og c være som i eksempel 1 og anta at k = 1/4.

Da blir

11"(0,1/4) = 0,5.

Eksempel 3: For samme A og c som ovenfor og k = 1/6 blir

n"(0,1/6) = 0,72.

Disse eksemplene viser at dersom vår estimand er liten, må hi (j,Z)

variere mye for at etterhåndsstratifisering skal lønne seg.

3.3. Estimatoren a"
•

I det foregående aysnitt har vi sett at estimatoren å vil under-

estimere a når antallet trekke-enheter i etterhåndsstrataene innen hvert

p.s.u. er lite. Dette problemet kan reduseres vesentlig ved å benytte

andre "oppblåsningsfaktorer" enn de som inngår i estimatoren å. La

&(J,k) = E ¶. 1 (J. 	00.i,r i	 ir	 i ir

Vi merker oss at

A
E {N(,,,J,k)} = N(2,),
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slik at isis (,t) kan betraktes som en estimator for samlet antall enheter

i t-te etterhåndsstratum. Estimatorene a ini (9) og a 	 ved

(3.3.1) amm(k) =. E
,r,s 

X.	X.
Xirs")/X(t)

og

(3.3.2) a" = E a"(t).

Spørsmålet er nå om denne estimeringsmetoden har gunstige egenskaper når

det gjelder forventning og varians sammenliknet med estimatoren a.

Setning 3.6: La

-	 -1
2c. r (J,k) = N.

1
 (J. ,S) +

i	 ir 

p irq ,° = Ni (j ir' k)/11 i (j ir )

0 (100 = E c. (4,,t) P ir
2

( ,,1,0, ),i,r ir

og

A. (J 9,
ir

= b. (I) N.(J. ,t).
ir ,	 ir

Dersom

1 + c. (j,k)	
2.	

1ir ,	ir

for alle i, r, i og it, er

(i)	 E{amm(0} -a(t) = 2 E E{11. -1 0. )
i,r 	ir irg,°

 c. (J,2,) a
i 

(k)
i

(J )1
r	 .
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Dersom vi i tillegg kan anta at

p ir
 (j

,' 21) c ir ( i1 ,9" ) -°(0 ) = °

for alle i, r, R, og .1, blir

(ii)	 E aKE (.01 = a(0.

Bevis: Av likning (3.2.5) følger at

E{z X.	 X. 00/x(t) 	 = 	 )„(, = k} = a i
( k)

(i ir ) x ir (k)/x(k),s irs irs

hvor vi tolker x. (t)/x(%) som 0 når x(t) = 0. Av setning 2(ii) i appen-

dikset får vi at

E{X. (t)/X(Z) I J = j} =ir	 2cirq,Z) p ir q,k) -2009 ,0	 p. (j,),

noe som medfører at

EU X.	 X.	 (k)/x(k) I 	 = j} = 5 i ( 9. ) (j ir ) [ 1	 2c ir (j,i) p ir (j9t)
s ir$ irs

20090] P (iir

Herav:

(3.3.3) E{a*N (2) I J =	 E T. - 1 0. ) a. ( 14)(j ir ) [ 1 4. cir 41 , 0 pir (j 9
)ir

-200,0],

som gir (i) umiddelbart. Punkt (ii) følger direkte fra punkt (i). Q.E.D.

Merknad: Vi observerer at c ir (J,t) og p 0,0 er kjente stør-
ir nJ

relser.
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Eksempel: I Byråets AKU er de gjennomsnittlige verdier av n ir
og Ni (j,L) lik henholdsvis 30 og 20, dvs. c ir g,k) er gjennomsnittlig

lik 52. Antar vi videre at Ii i (j) er tilnærmet konstant blir p ir = 1/300,

siden det er 300 utvalgsområder i utvalget. Dermed blir

-	 10 = 5 • 10 2
 • -5 • 10

-2 
= 2 s 10-4

og

0
2 

= 4 • 10-8 
= 0.

Dette viser at antagelsen 0 2 = 0 er en rimelig antagelse i våre anvend-

elser.

Setning_3.  : La forutsetningene være de samme som i setning

3.6(ii). Da er

(i) Var E{axK () I AP =, Var E{å(f) I 7,,j, 1

og

(ii) Var E{aKx I 	 = Var E{A I V.

-1 .	 --1 .
Dersom b (j) N 000 + 1 = 1 for alle j og 2,, gjelder fOlgende:

r‘,

(iii) E Var{a"(k) I V

ij
ITEj.; (j) {Ni ( ht) r- (I) ( ) 3

2 
[1 + b. -/ (j) 1 +-1

-1 	 2 .	 r-	 -1 .	 -1 .
	J+ EN.0,2.) -1 J a. 

(

ht) Lb• (J) 	 N.

(iv)	 E liar{ aKK 	rtn	 E Var{A I

-	 - 	 -
E	 1 (j) {Ni (j) a. 2

(j) + 2N.
1
 (j) b. 1(i) E

2,

2, )
	 )	 21
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Bevis: (i) og (ii): Av likning (3.3.3) har vi

Efa"(z)

noe som gir

Ef aNK I

= j} = E ¶. 1 ( j. 	( Or'
(1, 	 q, 	 • 	 i 	 ' ir - i	 ` J ir"

1,r

=	 E 5i (Jir) a.(j.)
i,r

= E{â	 =

Vi ser herav at vi kan få en formel for Var E{aKN (t) I ,J, } ved A erstatte

a.(j) med a. (t) (j) i formelen for Var E{Al } . Det tilsvarende gjelder
1 	 1

for Var E{aliN V. Formlene (i) og (ii) er dermed bevist.

(iii): Hoem (1973, side 29-30) har vist at

Var{E Xirs Xirs(t)/X(k) I 	 = j,	 = ?}

= [x i.r.(2,)/x2 (L)] (1 - xir( ) /Ni(jir,t))
	2(. 

i
f).

Av korollaret til setning 3 i appendikset får vi når vi benytter til-

nærmelsen (Ni (j)-1)/Ni (j) = 1, at

E{Kr (k)/X2 (k)] (1 - x ir (i)/Ni (i ir ,Z)) I 	 =

-1	 ^-
P ir (j,k) b(j) N 

1
 (j»,)	 1 - (1 + b. (i))/N.(j,2,)] ,ir

og at

Var{X. (k)/X(k) I J = fl =
ir

1.
P. (j,Z) b(j) N	[1 +	 ,Z)/N.O. ) + b

i
 (j).

ir	 (1, 	 rIJ 	 ir	 ir



29

Herav:

E Var{aKK (Z) 	 = 	 =

%i Uir ) a i 	(Ni(jir,Z) -1) (b. -1 (j) -N	 0)
ir 	 ft, 	 i	 - ir'

og

Var E{aKK(t) I J =

2(j	
-

E 	 (3. ) b. 	 1 (j) N.(i. ,11,) [a- , (1) (j. )7_1 2{1 +
ir	 1 ir 	 ir

i,r

N . (j . 	+ b
ir

(

Ved å bruke identiteten

Var{amK(k) I 	=	 . E Var{axx (k) I J = j, XI,

+ Var E { alui (k) I J = j, X},
(t)

får vi (iii).

(iv): Av setning 4 i appendikset fOlger det at

E coy {E(a KK (k) I J = j,X), E(axil (i') I J = j,X)1

(V)(k)f.	 )E	 Eai	 kJir
a

l -5-— tot,

2.
j ir 	(i ir / ir)

-	 .	 2 .	 -1
( 

.
)= E S. 2 (3. ){-N. ( 	) a 	 o ir) b.	 j

ir	 ir	 i	 ir
i,r

E E:a. (" (j. ):] 2 /nir (j)}.irk 
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cov{ami (k), ami (50) I J = j/ =et, 	 qi

E cov{aKK(0, axx(V) I 	=	 +

cov{E(a"(50 I J = i, ),(,), E(axx (e) I 	=

= cov{E(aKK (k) I 	 =	 ECaxx(e) I 	= (1, 01,

får vi ved å gjennomfOre samme regningen som i beviset for setning 3.4, at

(3.3.3) E Var{aKK I ,,t}

-1E	 E {5. -2
(J. ) b.	 (J) N.(J. ) a.

2
(J. ) +

i,r

)([1a.(k)(J. )1 2 (2n. -1 (J) + N. -1 (J. ,Z))ir	 ir	 ir	 ir

	

- (1 - N.-1(J. ,	 a.2(J.' 0)}.	ir -	ir

-1- 	 (2,) 	 r--
	SO} a i 2 0,	 =	 1 0, 0 EL a.	 0, 101 

I(

-1	 (k)	 -25_ N.	 (j, k) Ea.	 (j)1 	 (1 - N. (j, 9,n

( , k) La.	 (3)

slik at

E Var{aK* I V k_

Ei E 5	 )ir [(b. -1 () -1) N.(J. ) u. 2 (J. )i,r i	 ir	 et, 	ir	 ir

r (2)+ N.(J. ) 0.2(ir) + 2 E La.	 (J. )]
2
/n. (J):), 9,

som er identisk med (iv). Q.E.D.

Siden

E
R,

Nå er



31

Korollar 3.3: Hyre side av ulikhet (iv) i setning 3.7. Oker når

to og to etterhåndsstrata slås sammen.

Bevis: Anta at vi slår sammen etterhåndsstratum nr. t og etter-

håndsstratum nr. 2, + 1. Det er nok å vise at

(2t) .	 (22 - 1) . -12E Ea.	 (3) + a.	 (3) J

E [ . (29,) (j) -12	 .E Ea. - 1) (j):] 2 .
_1 

t 	 1

Men denne ulikheten fOlger av Cauchy - Schwartz ulikhet, og korollaret

er dermed bevist. Q.E.D.

Ulikheten (iv) i setning 3.7 er ganske fin slik at vi ikke ville

gjOre så stor feil om vi erstattet ulikhetstegnet med tilnærmet likhets-

tegn. Dette kan vi slutte av de tilnærmelsene som er gjort under utled-

ningen, der ulikhetstegnet bare opptrer i forbindelse med kovarians-

leddene og under omformingen av ulikhet 3.3.

Resultatet ovenfor tyder derfor på at variansen innen utvalgs-

	områdene for estimatoren a 	 avta når antall etterhåndsstrata Oker.

3.4. Estimatoren ax.

Vi skal til slutt se på den estimatoren som brukes i Byråets

arbeidskraftundersOkelse i dag. Denne estimatoren framkommer ved å er-

statte	 t) med sin forventningsverdi N(2) i estimatoren a
KK
. Skrevet

med symboler kan altså denne estimatoren uttrykkes ved

(3.4.1) aK (t) = N(t) aKK (t)/i1(4, t)

og

(3.4.2) aK = E ali (t)

Estimatoren er beskrevet nærmere av Hoem (1973, side 31). FOlgende resul-

tater fOlger umiddelbart:
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Setning 3.8: Dersom Var N(..,1, 2,) er liten, har estimatorene a(g)

og am tilnærmet samme egenskaper somestimatoreneaxx (k) og aKX .

slik at

og

Bevis: Hvis Var il ( ,k) er liten, er

Pr{NOWN, k) = 1} = 1,

VaN (01 = E{amt (k)}

Var{a* (k)} = Var{axN (t)}

Q.E.D.

Setning 3.9: La forutsetningene være de samme som i setning 3.6 (ii).

Da er

E{aK (t)} = E{N(t)	 k) E ¶. -1 (J. ) a. (t) (J. )1.
1 	ir. 1	 ir

i,r

Beviset følger direkte av likning (3.4.1) og (3.3.3

Appendiks: Matematiske hjelperesultater.

I dette appendikset har vi samlet en del generelle matematiske

setninger som er benyttet i kapitlet foran. Disse resultatene er nye til-

nærmelser til forventning, varians og kovarians til brOker hvor teller er

en hyixergeometrisk fordelt variabel og nevner er en sum av slike variable.

I utledningene har vi tatt utgangspunkt i en artikkel av Burr (1973), hvor

han blant annet gir tilnærmete uttrykk for den hypergeometriske fordeling.
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Lemma : La X være hypergeometrisk fordelt med punktsannsynlighet

P(x, n, k, N) = (k) (N 
- 

k )	 ( N)	 for x = 0,1, ..., k.
x n x	 n

Følgende formler gjelder:

(i) P(x, n, k, N) =(e -X X x /x!) ti + 6 + c(x -(x - A) 2 ):],

(ii) P(x, n, k, N) = (:) (Xin) x (1	 X/n) n	 x

• [11 + n +(1/2k)(x-(x-X) 2)],

med tilhørende genererende funksjoner;

(iii) E{X} = eX(s-1) E:1 + 6 -
	

2(1 - s) 23

og

(iv) E{sx } = ( 1 + X/n(s - 1
))n E: 	 x2(1	 s)2/2 k

der

c = 1/2n + 1/2k, A = nk/N = E{X),

6 = 0(1/n2 ) + 0(1/k
2
) og n = 0(1/n

2
).

Formlene (i) og (ii) finnes i Burr (1973 ) og (iii) (iv) fOlger

direkte av (i) og (ii).

At en funksjon f(x) = O{g(x)}, betyr at det finnes en konstant M

slik at

jf(x) IM 	g(x)J.

Lemma 2: La X og Y være simultant hypergeometrisk fordelte med

punktsannsynlighet

(k1) (k2) (N - kl	 k2) /
P(X, y, n, k l , k2 , N, = x 	yy
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Den genererende funksjon for (X, Y) er

E{sXzY } = [11 - X 1
2
(1 - s)

2
/2k 1 :1 [1.1 - X 2

2
(1	 s)

2
/2k2

• [1 + X 1 (s - 1)/n + X 2 (z - l)/nn,

hvor vi har neglisjert ledd av typen

0(1/n2), 0(1/k 4
2 ) og 0(1/nki )	 = 1, 2.

Bevis: La

X
3
 = 

1
/(1	 k

2
)N) = X 1 /(1 - X 2 /n).

Ved A benytte lemma 1 (iv) finner vi at

E{s	 = y} = Ei + 0(1/(n - y)
	 x

3
2 (s _ 1)2/2k 1--1 Ei + X

3
(s -

2• Ell - 1 (s - 1)
2
/2k 1

	+ X
3

(s	 1)/n=r-Y .

Av lemma 1(ii) fOlger videre

X Y X
E{s z 	= E{s E{s I 'in=

n
(1 - X

1 2
(s - 1)2) E ( ) r-

	+ X
3

(s	 1)/n 1 n-Y (1 - X
2
/n) n-Y

 YY

• (z X
2
/n) Y Ei + (1/2k2 ) 2 7

(y	 X2) )

som etter litt regning reduserer seg til

El - X 1
2
(s - 1)

2
/2k1 :] Ell - 2

2
(z - 1)

2
/2k2 1.]

.EX 2z/n + 1 - X 2 /n + X 3 (1 - X 2/n) (s - 1 )/n

• - X 1 2 (s - 1)
2
/2k 1 .	 El - X

2
2 (z - 1) 2 /2k2:

• ["-_1 + X i (s - 1)/n + X (z - 1)/nli n .

Q.E.D.
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Lemma 3: La X., j = 1, 2, ... være uavhengige tilfeldige diskrete

variable med punktsannsynligheter (.), j = 1, 2, .., og genererende funk-

sjonerfj (.). Definer 0/0 = 0. Da er

	

1^ , 	 A

(i)	 E{X./Z X.} = ff . (u)	 f (u) du
1 jJ 	 oi	 iij j

og

0-0V(C.gX.) 21=WEi:( 1. ) 4- 11i. " (u):] H f.(u) dul dv.
. j 	 o 	 0 	 1 	 1
J

Bevis: La Z = E X.
3

	gi (*) = H f.(.).

Variabelparet (Xi , Z) har sannsynlighetstetthet

b.(x, z) = f.(x) g.(z - x)1

og genererende fuTiksjon

A
h.(u, v) = Z f . (x) 8. ( 4 	x) (uv)xvz -x

1
x,z

= f.(uv) i.(v).i	 •	 1

Betrakt den genererende funksjonen

A

h.(u, v) = Z uxvzh.(x, z).
X, Z

Ved å derivere partielt m.h.p. u får vi

v
-1	

v) =	 xuvz h.(x, z) ,

au
x,z>o

Integrasjon m.h.p. v gir deretter

A

1 —1 ah.
E xh.(x, z)/z = I v	 ---3-	 , v) dv1 	 o	 aux,z>o

1 A 	 A
=,rfANT).07) dv,
01	gl
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hvilket beviser (i). Punkt (ii) bevises analogt ved å observere at

^
2	 1 -1 v -1 r-D 2	9fii(1,u)]

du} dv.E x
2

hi (x,z)/z = f v {f u	 L	 au2 31.1
x,z>o

Q.E.D.

Definisjon: Funksjonen 4)(.) er definert ved

\	 -x 1 txcp(x) = e Me -1) dt/t} for x > o.

Lemma 4: Funksjonen (1)(. ) kan uttrykkes ved den eksponensielle

integralfunksjonen Ei (x):

(i) 4)(x) = e-x (Ei(x) - lnx - C),

hvor C er Eulers konstant.

(ii) Når x>>1, har (I)(*) fOlgende asymptotiske rekkeutvikling

-1	 -
gx)	 x (1 + x 1 + 2! x

-2 
+	 x

-3 
+ .

Den eksponensielle integralfunksjon er definert blant annet hos Jahnke,

Emde og LOsch (1960) og hos Stegun og Abramowitz (1954), hvor den også er

tabellert. Ved å rekkeutvikle cl)(x) får vi (i). Siden e-x (lnx + C) % 0 for

store x får vi at

cp(x)	 Ei(x)e -x q, x-1 (1 + x-1 +2! x-2 + ..).

(Se Jahnke, Emde og LOsch, 1960, side 18.)

Q.E.D.
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Setning  • La X være hypergeometrislt fordelt med forventning A.

e(x) = {
1 når x > o,
0	 ellers.

Vi har

(i) E{e(X)/X} = (1 + 6- cA 2 ) 4)(A) + c(X + 1 -(1 + 2A) e-A ),

der c og 6 er definert i lemma 1.

(ii) Når A > 6 gjelder tilnærmet

( x) 	 2 0, -1 (1	 3A -1 ) < E{e(X)/X} 4.4)(A).

Bevis: (i): Ved å integrere potensrekkent -li(t) ledd for ledd

finner vi at

1 ,
E f(x)/x = flf(t)	 i(0)1 t

-1
dt.

x>o

Lemma 1(iii) gir oss

1 „
f{f(t) - ?(0)}t -idt = }(1 + 6 -
o

-A 
e

At
-1) t

-1
dt

1
+ I cA

2
(2 - t)e (t - 1 A dt = (1 + 6 - 61/4. 2) W.)

0

-x
+ c(1 + A -(1 + 2X)e ).

Dermed er (i) bevist.

(ii): Fra lemma 4(ii) kan vi slutte at

WA) > 1 .1. ›,71	 2A72 ,

noe som medfOrer at

c(A + 1 - X 24)(X)) <	 2cA -1 .
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Herav:

E{c(X)/X} < 4)(X) + 64)(X) - 2cX -1 .

Siden 6 er av størrelsesorden n
-2 

+ k
-2

, er høyre side mindre enn WO.
Når X > 6 er (1 + 2X)e-X = 0 slik at

E{e(X)/X}	 4)(X) - c(X 24)(X) -1 -A).

Bruk av lemma 4(ii) gir

A 2 (A) - 1 - A = 2X -1 (1 + 3X
-1

).

Q.E.D.

Setning 2: La X., j = 1, 2, ... være uavhengige hypergeometrisk
J

fordelte variable med forventninger A. La
J

A = E A, p. = X./A,
1 	 1

0' = E p.
2 

c./(1 - c. X.
2
) og 0 = E c.p.

2
.

j J	 J	 J J	 j J J

Anta at A >> 1 og (0') 2 = c i p i0' = o.

Da er

(i) p.(1 + 2c ip i - 20') JE{X./X.} 5. p.(1 + 2c i p i - 20).

(ii) Dersom vi i tillegg har 0 = 0', er

' E{X./EX.} = p.(1 + 2c ip i - 20).
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Bevis: La V. = X./	 X.. Av lemma 1(iii) og lemma 3(i), fOlger
• j

Jdet at

1
EIV.1 = 	 [: 1 + 6 - c.A. 2 (u-1)

2 
+ 2c.X.(1-u) -jeA(u-1)

lo

—1• H	 + 6 - c.X.
2

(u-1)
2
 j du,

J Jiij

som etter variabelskiftet 1 - u = At blir lik

IA
p (1 + 6	 c.p.

2
t
2 

+ 2c
i

p
i

t) e-t	
(1-c .p 

2
t

2
)dt.

1	 ii	 J J

Ved å bruke middelverdisetningen får vi

log (1	 c.p.
2
t

2
) L-c.p.

22
1(1 - c.X.

2
)

	

33	 33	 33

slik at

	2 2	 -0't
2

11(1	 c.p.t)	 > 1 - O't2
.

J j

Dermed blir

E{V i } >
A

p i (1 + 6 - O't
2 

+ 2c i p i t(1 - (0' - c i p i
2 

t
2
))e

-t
dt.

Når A er stor og n liten, er

A	 _t
I t-e dt = r(n + 1) =

Siden c.p.0' = (0')
2 

= o, blir

A
E{V.} > I p (1 - e't

2 
+ 2c 0.0e

-t
dt

	1 = 0 i 	 i 1

= p.
1
(1 - 20' +
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Videre finner vi at

11(1 - c.p.
22

)
-et2 

< 1 - Ot
2 

+ 0
24 /2!

j	
33

= 1 - Ot 2 ,

slik at

A
EIV.1 < I p (1 +	 - Ot 2 

+ 2cp i t)e
-t

1 = 0 i 	 i

= p.(1 - 20 + 2c ip i ).

Q.E.D.

Lemma 5: Anta at A >> 1 og n c{0, 1, 2, 3}. Da er

1	 A
f v 1 I n

dtdve(n + 1): A
-1 + A-1 ).

A(1-v)

Bevis: La I
n 

betegne venstre side her. Vi finner at Io = cp(A)

og I = A4(A) -1 + (p(A). Når A er stor, er

A(A) -1 '1, A-1 
+ A-2 

+ ... r‘, gA).

(Symbolet betyr som vanlig "asymptotisk lik". ) Dermed blir

-1	 -
I% 2A (1 + A 1 ).

1

Beviset for n = 2 og n = 3 går helt analogt.

Q.E.D.

Setning 3: Anta at forutsetningene i setning 2 ii er oppfylt og

at 1 + A 	 1.
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Vi har da

-1 r-(i) 	 Var{X./EX.} = 	 P.L1 	 2c 1À. - 0(6 - La.)]

og

(i0E0(.(1t. - X.)/(EX,) 2 } = A-ip.(k. + 4k.c.p.
1	 1	 3.

+ 60	 600k-	 1	 c.X.).
ii

Bevis: (i): Ved derivasjon av de genererende funksjoner i lemma 1

får vi

A
L'(u) + uf "(u) = A

i 	
- c.X 

2
(u-1)

2 
+ 2c.X i

 (1-u) +1 

.(u-1)
X.u(1 - c.X.

2
(u-1)

2 + 2.X.(1 -u)) + 2c
ii
u( X

i
(1-u) -1) -je

X 1
ii	 3,1

Etter yariabelskiftet Aft-u) = t blir

1 _ 1 v
/v 	f(? 4 (u) + uq(u)) g i (u) du dy =
0	 0	 '1"

1 	 A
p.fir

-1 	 I	 [:(1	 c.p.
2
t
2 

+ 2c ip it) (1 + p i (A -
A(1-y)lo	 1 1

+ 2c ip i (A	 (pit - 1)3 (1 - (0 - c i p i
2
)t

2
)e

-t
dt dy.

	Siden c.p.
2 .,-- c.p.0 = u	 o, er integralet ovenfor tilnærmet lik

:1. 1	 ii

1 -1	 Ar-

p.1 y	 I	 L,1 + 4c ipi t + 2c ip iA(1 + p it)] (1 - 0t
2
)e

-t
dt dy.

1°	 A(1-y)

Lemma 5 og lemma 3(ii) gir

EIV. 21 = p.A-1 (1 + 8E.p. + 2c.p.A - 60 - 12c ip iA0)

= p iA
-1

(1 + 2Ac ip i - 60),
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noe som medfOrer at

Var{V. 2 }	 E{V. 2 }	 (E{V.})
2

1 	 1

= A
-1	

+ 2Ac i p i - 60)

- p i 2
(1 - 40 + 4c ip i )

= A
-1

p i (1 + 2Ac i p i - 60 - Ap.  + 40Ap i - 4c.p.
2

A)

= A
-1

p(1 + 2c.X - 60 + 40X ).
11

Punkt (i) er dermed bevist.

(ii): Vi merker oss fOrst at analogt til lemma 3 har vi

E{X./(EX.)2
	 1 -1 v

	

1=fy	 ff. 1 (u)ili.(u) du dy.
1 	 3

Dette medfører at

	

1	 A
E{X./(EX.)

2
} = p.f v	 (1	 c.p.

2
t
2 

+ 2c i p i t)
3

	10 	 A(1-v)	
1

.e t II (1 - c.p.t
2
) dt =

ii	 33

1 A-1
p.f v	 f	 (1 - 0t

2 
+ 2c ip i t)e

-t
dt.

10 	A(1-v)

Ved bruk av lemma 5 blir det siste integralet tilnærmet lik

- 1
A	 - 60 + 4c i p i ).

Herav

E{k.X. (EX ) 2 }	 E.0.7. 21
11

- 1
A p i (ki - 6ki0 + 4ki c i p i + 60 - 1 - 2ciXi).

Q.E.D.
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Av setning 3 får vi umiddelbart fOlgende resultat:

Korollar 1: Dersom 0 og c ip i er små, er

(i) Var{X./EX.) .., A
-1

p i (1 + k./N. + n./14.),
1 j 	 11 	 11

og

(ii) E{X.(k. - X.)/(EX.)
2
) = A lp i [ki (1 - N. -1) - 1 - ni /Ni:].

ii 	 1 	 • j

Lemma 6: La (X., Y.), j = 1, 2, .., være parvis uavhengige til-

feldige diskretevariablemedpunktsannsynligheterf.(.)*) og genererende

funksjoner L(.,-). Da er
J

11 a 2
E{X.Y./(EX.) (EY.)} = ff	 k.(u,v)	 i.(u,v) du dv.

1 1 	 3 	 00 Duav 	
iM

Bevis: La Z = EX. og Z 2 Yi= E . Analogt til beviset for lemma 3
J

1	 , j

er det lett å innse at (Xi , Y i , Z l , Z 2 ) har genererende funksjon lik

k.(uv,uv) fl .(v ,v ).
2 joi 

Ved a derivere og integrere på tilsvarende måte som i beviset av lemma 3,

får vi resultatet ovenfor.

Q.E.D.

Setning 4: La (Xi , Y i), i = 1, 2, .., være parvis uavhengige

simultant hypergeometrisk fordelte variable med forventninger

(A
11 , 	1

A. 2 ) 
i = 1, 2, .. . La

A =EX Og p 	 _
k	 j jk	 ik Xik/Ak for k = 1,2.
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Dersom Ak >> 1 for k = 1, 2, er

(i) E{X.Y./(EX.).)}< p. p. (1 - n.	 ).
11 jjjj 	 il 12	 1

(ii) Hvis vi i tillegg har at Ok - c ikp ik = 0 for k = 1, 2, er

	Cov{X./EX.

J

, Y./EY.}2...-p.
1 
p.12 /n..

	• j	 •
J 	

1 	 1

Bevis: Vi benytter resultatet i lemma 2 og får ved derivasjon at

a 2

	9s3z 
f(s, z) = X. X. (1 - n.

-1
)	 - X.

11 
2 (s - 1) 2 /2k.11il 12 	 1i 

2
11	 11	 12	 12	 12	 /1(12—

X. (s -1)/n. + X
12
. (z - 1)/n.) ni -2 .

11 	 1 	 1

Siden

. 2-
(1"il (s-1)/ni " i2 (z-1)/11. "

n
	 5'"

-X.(1 -s) - X
12
. (1 - z)

11 e

får vi etter variabelskiftet u = A 1 (1 - s) og v = A 2 (1 - z) at

11 a 2
II 	  f.(s z) IT f.(s, z) ds dz i
00 Ds3z i	 '	 . . j

-1 A l A2	 -u-
- n. ) I 1 (1 + up. /k. ) (1 + vp. /k. )e	 vdu dv.

il 12	 1 	 0 0 11 il	 il 12

Det siste integralet er tilnærmet lik

(1 + p il /kil ) (1 + p i2 /ki2 )

(1 + "' A
1
 -1 + A 2 ) n./N.) = 1.

Dermed er (i) bevist. Punkt (ii) fOlger umiddelbart ved å bruke setning 2.

Q.E.D.
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